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Parte 1

Fundamentos de La Loégica






Capitulo 1

Logica Proposicional

1.1. ;Qué es la légica?

La logica es una disciplina fundamental para el razonamiento y la estructura del conoci-
miento. Se centra en determinar cuando un argumento es valido, es decir, en la relacién entre
premisas y conclusion, sin importar el contenido especifico de las afirmaciones.

1.1.1. Breve Historia de la Logica

La légica ha experimentado una evolucién a lo largo de la historia. Desde sus inicios en
la antigua Grecia hasta su aplicacién en la computacién moderna, la légica ha dejado una
huella en diversas areas del saber.

Todo comenzoé con Aristételes en el siglo IV a.C., quien establecié los cimientos de la
logica formal al introducir el silogismo. Este método de razonamiento deductivo, basado en
premisas y conclusiones, senté las bases para el desarrollo de sistemas l6gicos mas complejos.

Siglos después, la légica estoica (siglos 111 a.C.-II d.C.) emergi6 con un enfoque innova-
dor. Los estoicos desarrollaron un sistema logico basado en operadores y reglas inferenciales,
anticipando ideas esenciales que hoy son pilares de la légica contemporanea.

Avanzando en el tiempo, George Boole (1815-1864) revolucioné el campo con su logica
booleana. Este sistema algebraico para el razonamiento 16gico no solo transformé la logica,
sino que también sento6 las bases para la computaciéon moderna.

Gottlob Frege (1848-1925) llevé la légica a otro nivel al introducir el célculo de predi-
cados y la cuantificacion légica. Estos conceptos se convirtieron en fundamentos esenciales
para la computacion, las matemaéticas y la filosofia analitica.

Finalmente, Claude Shannon (1937) aplicé la lgica booleana a circuitos eléctricos en su
tesis de maestria, A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits. Este trabajo seminal
marcé el inicio de la era de la computacion digital, demostrando cémo la légica puede ser
utilizada para disenar y optimizar sistemas electronicos.

Estos hitos histéricos ilustran como la légica ha evolucionado y se ha adaptado, proporcio-
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nando herramientas poderosas para el razonamiento y la innovacién en diversas disciplinas.

1.1.2. Aplicaciones de la Légica en Ciencias de la Computacion

Lalogica, en sus diversas formas, es una herramienta esencial en el campo de las ciencias de
la computacion. En el diseno de lenguajes de programacion, la légica formal proporciona
las bases para definir sintaxis y semantica, asegurando que los programas sean coherentes y
funcionales.

En la verificacién de software, la logica garantiza que los programas cumplan con sus
especificaciones, detectando errores y mejorando la calidad del cédigo. Las bases de datos y
los motores de biisqueda también se benefician de la logica, permitiendo la formulacion de
consultas eficientes y la extraccion de informacién relevante de grandes volimenes de datos.

La légica se utiliza en ciberseguridad y criptografia para analizar protocolos y detectar
vulnerabilidades, asegurando la integridad y confidencialidad de la informacion. Ademaés, en el
desarrollo de algoritmos y estructuras de datos, la légica proporciona un marco riguroso
para disenar soluciones eficientes y optimizadas. Finalmente,en la utilizainteligencia artificial
se utiliza para modelar el razonamiento y la toma de decisiones, permitiendo la creacion de
sistemas auténomos y adaptativos.

En todos estos ambitos, la logica proporciona un marco riguroso para estructurar el
conocimiento y alcanzar conclusiones fundamentadas.

1.1.3. Tipos de Loégica

El razonamiento formal se apoya en diversos sistemas légicos, cada uno con su propia
expresividad y aplicaciones. A continuacién, se presentan algunos de los mas importantes.

La légica proposicional es fundamental para el razonamiento 16gico, utilizando propo-
siciones atémicas y conectivos légicos para formar expresiones complejas. Se enfoca en las
relaciones entre proposiciones y es esencial en matematicas, computacion y sistemas formales.

La légica de primer orden, o légica de predicados, amplia la 16gica proposicional
al introducir cuantificadores y predicados, permitiendo afirmaciones més detalladas sobre
objetos en un dominio. Es méas expresiva y se usa ampliamente en matematicas, filosofia y
ciencias de la computacion.

La légica modal introduce operadores para razonar sobre modalidades como la posibili-
dad y la necesidad, permitiendo considerar lo que es verdadero en diferentes contextos. Tiene
aplicaciones en filosofia, inteligencia artificial y teoria de la informacién. La légica tempo-
ral es una extension con operadores temporales para expresar conceptos como “siempre”,
“eventualmente” y “hasta que”, lo que permite modelar procesos dinamicos.

En este curso, nos centraremos en la légica proposicional y de primer orden, Estos
sistemas son la base para construir modelos mas avanzados de inferencia y representacion del
conocimiento.
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1.2. Razonamiento Formal

La légica proposicional es una de las formas mas fundamentales de razonamiento formal,
proporcionando una base estructurada para la inferencia y el analisis 16gico de argumentos.

1.2.1. Definiciones Basicas

= Una proposicion es cualquier enunciado que puede ser verdadero o falso, pero no
ambos simultdneamente.

= Un argumento es una secuencia de proposiciones donde las primeras se llaman pre-
misas y la ultima se llama conclusion.

= Un argumento es valido si la verdad de sus premisas garantiza la verdad de su conclu-
sion.

1.2.2. Argumentos

Un argumento es una secuencia de proposiciones que se estructuran de manera tal
que una o mas premisas conducen a una conclusién. Aristételes fue pionero en el estudio
de los argumentos, desarrollando la teoria del silogismo para analizar patrones légicos de
razonamiento.

Un ejemplo clasico de silogismo es el siguiente:
Todas las personas son mortales.

Sécrates es una persona.
Por lo tanto, Socrates es mortal.

Este es un ejemplo de razonamiento deductivo, donde la conclusion se deduce necesaria-
mente de las premisas. La validez del silogismo reside en que, si las premisas son verdaderas,
la conclusion debe serlo también. En este caso, la inferencia se basa en el hecho de que todas
las personas comparten la propiedad de ser mortales, y Sécrates pertenece a este grupo.

1.2.3. Validez de un Argumento

La validez de un argumento se refiere a la relacién légica entre las premisas y la conclu-
sion. Un argumento es vélido si, bajo la suposicion de que todas sus premisas son verdaderas,
la conclusion también debe ser necesariamente verdadera. Es decir, un argumento valido ga-
rantiza que no es posible que las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa al mismo
tiempo.

Por ejemplo, consideremos el siguiente argumento:
Todas las especies de aves pueden volar.

Un pingiiino es un ave.
Por lo tanto, un pingiiino puede volar.
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Aunque la primera premisa es falsa, la estructura légica del argumento sigue siendo vali-
da, ya que la conclusién se deriva formalmente de las premisas. Es importante resaltar que
la validez no implica que las premisas sean realmente ciertas en el mundo real, sino que la
inferencia es correcta desde un punto de vista légico.

Un argumento valido es aquel en el que, si todas las premisas son verdaderas, la
conclusion necesariamente también lo es. Esto garantiza que no puede haber un caso
en el que las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa.

Ejemplo de argumento valido:

Si llueve, entonces el suelo estard mojado.
Esté lloviendo.
Por lo tanto, el suelo esta mojado.

Un argumento tiene una forma légica, es decir, una representacion simbélica que abstrae
su estructura subyacente mediante variables y conectores logicos. En esta representacion, las
proposiciones se representan con letras (por ejemplo, p, g, r) y los conectores 16gicos (como
— para implicacién, V para disyuncién, A para conjuncién, y — para negacién) se utilizan
para mostrar las relaciones entre las proposiciones.

El argumento anterior tiene la siguiente forma logica:

p—q
A
q

Este razonamiento sigue la estructura del modus ponens, una regla de inferencia fun-
damental en logica proposicional. Dado que la primera premisa establece una implicacion
(“si llueve, entonces el suelo estard mojado”) y la segunda premisa afirma la verdad de su
antecedente (“estd lloviendo” ), la conclusién (“el suelo estd mojado”) se sigue necesariamente.

En contraste, un argumento invalido es aquel en el que, aunque las premisas sean
verdaderas, la conclusion no necesariamente lo es.

Ejemplo de argumento invalido:

Si llueve, entonces el suelo estard mojado.
El suelo esta mojado.
Por lo tanto, esta lloviendo.

Este argumento es invalido porque, aunque la premisa “el suelo estd mojado” sea verda-
dera, existen otras posibles causas para que el suelo esté mojado, como el riego de un jardin.
Por lo tanto, la conclusién “esta lloviendo” no necesariamente se sigue de las premisas.
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Comprender la distincién entre un argumento valido e invalido es fundamental para el
analisis l6gico. Un argumento valido garantiza que, si las premisas son verdaderas, la con-
clusién también sera verdadera, pero no asegura la verdad de las premisas. La validez, por
lo tanto, se refiere inicamente a la relacion logica entre las premisas y la conclusion, no a la
veracidad de las afirmaciones contenidas en las premisas.

1.2.4. Ejemplos de Argumentos y su Forma Légica

En esta seccion analizaremos diferentes tipos de argumentos y su representacién logica.
Los argumentos en los ejemplos 1 y 2 pueden expresarse utilizando unicamente proposi-
ciones atémicas y conectivos légicos. El argumento en el ejemplo 3 requiere una logica
mas expresiva, incorporando predicados y cuantificadores.

Ejemplo 1: Argumento valido

Argumento:

Si Ana estudia en el DCC o en el DIM, entonces tomara CC3101.
Ana estudia en el DCC.
Por lo tanto, Ana tomarda CC3101.

Forma légica:

(pVaq)—r

Analisis: Este argumento es valido porque la conclusion se sigue necesariamente de las
premisas. La estructura légica muestra que si Ana estudia en el DCC (p), entonces tomara
CC3101 (r).

Ejemplo 2: Argumento no valido

Argumento:

Si llueve, entonces se moja el suelo.
No llovié.
Por lo tanto, no se mojo el suelo.

Forma légica:

p—yq
v
—q
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Analisis: Este argumento comete la falacia de la negacion del antecedente, ya que
de p — q y —p no se sigue necesariamente —g. La implicacién solo garantiza que si p ocurre,
entonces ¢ también; sin embargo, g podria darse por otras razones. En este caso, el suelo
podria mojarse de otra forma (por ejemplo, con una manguera), por lo que la conclusién no
es valida.

Ejemplo 3: Argumento valido

Argumento:

Todas las personas son mortales.
Sécrates es una persona.
Por lo tanto, Socrates es mortal.

Forma légica:

V. persona(z) — mortal(x)
persona(Socrates)
mortal(Socrates)

Analisis: Este argumento es valido porque la conclusiéon se sigue necesariamente de las
premisas. La estructura l6gica muestra que si Sécrates es una persona (persona(Socrates)),
entonces Socrates es mortal (mortal(Socrates)).

1.3. Ldgica Proposicional

La logica proposicional es el punto de partida en el estudio del razonamiento légico. Este
enfoque se centra en las proposiciones, que son enunciados que pueden ser verdaderos o
falsos, pero no ambos simultaneamente.

Una proposicién es cualquier enunciado que puede ser evaluado como verdadero o falso.
Por ejemplo, las siguientes son proposiciones:

= Ana estudia en el DCC.
= Santiago es la capital de Chile.

n 2> 4.

En contraste, las siguientes no son proposiciones porque no pueden ser evaluadas como ver-
daderas o falsas:

= ;Qué hora es?

| ] x::2
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La validez de un argumento en la logica proposicional puede ser determinada mediante
dos métodos principales: tablas de verdad y sistemas de inferencia. Las tablas de verdad
permiten evaluar todas las combinaciones posibles de valores de verdad para las proposiciones
involucradas, mientras que los sistemas de inferencia proporcionan reglas para derivar nuevas
proposiciones a partir de las conocidas.

1.3.1. Sintaxis

La sintaxis en légica proposicional define las reglas que determinan cuando una secuencia
de simbolos constituye una férmula bien formada.

La sintaxis es fundamental porque establece las reglas que deben seguirse para construir
expresiones légicas validas. Estas reglas aseguran que las proposiciones sean claras y sin
ambigiiedades, lo cual es crucial para el razonamiento logico.

Formulas bien formadas: pAGg, —p—D,q
Formulas no bien formadas: pA, qp—p, V

Conjunto de Formulas Bien Formadas

Una férmula bien formada es o bien una férmula atémica, formada por una proposicién,
o bien una férmula compuesta, formada combinando proposiciones a través de conectivos
logicos.

Dado un conjunto P = {p,q,r,...} de proposiciones, el conjunto de férmulas bien
formadas sobre P, notado £L(P), se define inductivamente de la siguiente manera:

Caso base: Si p € P, entonces p € L(P).
Caso inductivo: Si «, § € L(P), entonces (—a), (a A B), (aV ), (a« = B) € L(P).

\. J

Para evitar el aglutinamiento de paréntesis en las férmulas nos permitimos omitir el par de
paréntesis mas externos e introducimos un orden de precedencia sobre los conectivos 1égicos:
- A, V, —.

Ejemplo:

Foérmula Forma Abreviada

((=p) — q) -p —q
(pAg) V) pAGVT
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1.3.2. Semantica

La semantica de un lenguaje légico define las reglas que permiten determinar cuando
una formula bien formada es verdadera o falsa. Es decir, establece el significado preciso de
las expresiones del lenguaje y céomo su veracidad depende de los valores asignados a sus
componentes.

Una herramienta clave en esta definicién es la funcion de verdad, que asigna a cada
combinacion de valores de las proposiciones atomicas un valor de verdad para la féormula
completa:

Funcién de verdad: {0,1}" — {0,1}

El valor de verdad de una férmula o € L(P) depende tnicamente del valor de verdad de
las proposiciones en L(P) y del significado de los conectivos l6gicos, dado por su tabla de
verdad.

Para ilustrar, consideremos la férmula o = p A ¢. Su tabla de verdad es:

PAg

Hh <<
< <l
eslieslies I

La funcién de verdad asigna un valor de verdad (0 para falso, 1 para verdadero) a cada
combinacion de valores de verdad de las proposiciones atémicas. Esto se realiza mediante la
tabla de verdad correspondiente a la férmula a.

Tabla de Verdad de la Negacién (—)

nle

[ lR Y Re}

1

El valor de verdad de —«a es opuesto al de a.

Tabla de Verdad de la Conjuncién (A)

al|fB|laNp
111 1
110 0
0]1 0
0]0 0

a N [ es verdadero si y sélo si a y [ son verdaderos.
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Tabla de Verdad de la Disyuncién (V)

al|p|aVvp
111 1
110 1
011 1
0]0 0

a 'V [ es verdadero si y sélo si a o § son verdaderos.

Tabla de Verdad de la Implicancia (—)

alp|la—p
1]1 1
110 0
0|1 1
010 1

a — [ es siempre verdadero, excepto cuando « (el antecedente) es verdadero
y O (el consecuente) es falso.

Valor de Verdad de Férmulas Compuestas

El valor de verdad de una féormula légica compuesta se determina a partir de los valores de
verdad de sus proposiciones atomicas y de las reglas establecidas por los conectivos logicos.

Ejemplo: Determinar el valor de verdad de la siguiente férmula para cada valuacién de las
proposiciones p y q:

(pVa) — (Aq)

plalprVg|prqg|(pVg —(pAg)
T/ 1 1 1
110 1 0 0
01| 1 0 0
0j0| o0 0 1

En la tabla de verdad anterior, se observa como el valor de la formula se obtiene paso
a paso aplicando las definiciones de los conectivos légicos. Esto nos permite verificar su
comportamiento en todas las posibles valuaciones de p y q.
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Semantica de la Légica Proposicional

Alternativamente, podemos formalizar lo anterior de la siguiente manera:

Sea
o: P—{0,1}
una valuacién de las proposiciones en P = {p,q,r,...}, es decir una funcién que le
asigna un valor de verdad a las proposiciones en P.
La funcién
o: L(P)— {0,1}

le asigna un valor de verdad a cada férmula en £(P) de la siguiente manera:

(p) = o(p) parapeP

o (—a) = 1-0(a)

o(anp) = min{s(a),s(8)}
o(avp) = méx{o(a),o(b)}
o(a— f) = mix{l—a(a),s(6)}

1.3.3. Definicion Formal de un Argumento Valido

Un argumento es valido si y solo si, dado un conjunto de premisas Py, P, ..., P, y una
conclusion ', siempre que todas las premisas sean verdaderas, la conclusiéon también debe
ser verdadera. Formalmente, esto se expresa de la siguiente manera:

Es decir, un argumento (P, P, ..., P,,C) es vélido si y solo si, en cualquier interpre-
tacion donde todas las premisas P;, Ps, ..., P, sean verdaderas, la conclusion C' también es
verdadera. Si existe una interpretacion en la que todas las premisas sean verdaderas y la
conclusion falsa, entonces el argumento no es vélido.

Ejemplos

Ejemplo 1: Modus Ponens

pP—q

Para determinar la validez de este argumento, construimos su tabla de verdad:
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Plg|p—4q|4
111 1 1
110 0 0
01 1 1
010 1 0

En este caso, observamos que siempre que p es verdadero y p — ¢ también es verdadero,
q debe ser verdadero. Por lo tanto, el argumento es valido.

Ejemplo 2: Silogismo Hipotético

Consideremos el siguiente argumento:

pP—=4q
q—r
p—=T

Para determinar si este argumento es valido, construimos su tabla de verdad:

plg|rip—q|g—=r|p—=r
1111 1 1 1
1111]0 1 0 0
1101 0 1 1
1101]0 0 1 0
0]1]1 1 1 1
0]1(0 1 0 1
001 1 1 1
0(0]0 1 1 1

En la tabla de verdad, observamos que, en todas las filas en las que tanto p — ¢ como
qg — r son verdaderos, p — r también es verdadero. Esto significa que siempre que las
premisas son verdaderas, la conclusion también es verdadera. Por lo tanto, el argumento es
valido.

Este tipo de razonamiento, conocido como Silogismo Hipotético se basa en la propiedad
transitiva de las implicaciones en la légica proposicional.

Ejemplo 3: Argumento No Valido

Considere el siguiente argumento:
p—T
_r

-

Para determinar si este argumento es valido, construimos su tabla de verdad:
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plr|p—r|-p|-r
1)1 1 0] 0
110 0 0|1
01 1 110
010 1 1|1

En este caso, observamos que en la tercera fila, donde p es falso, p — r es verdadero, y
—p es verdadero, pero la conclusién —r es falsa. Esto muestra que es posible que todas las
premisas sean verdaderas mientras que la conclusion sea falsa. Por lo tanto, este argumento
no es valido.

En resumen, un argumento es valido si y solo si, en todas las interpretaciones donde las
premisas son verdaderas, la conclusién también lo es. Si existe una interpretaciéon en la que
las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa, entonces el argumento no es valido.

1.4. Clasificacién de Féormulas en Légica Proposicional

En esta seccién, estudiaremos cémo se pueden clasificar distintas formulas de la logica
proposicional segiin sus propiedades logicas. Esto nos permitird entender mejor la estructura
de los enunciados l6gicos y su comportamiento bajo distintas valuaciones.

1.4.1. Satisfactibilidad

En légica proposicional, una de las propiedades fundamentales de un conjunto de férmulas
es su satisfactibilidad. Esta propiedad nos indica si existe al menos una asignacién de
valores de verdad a las variables proposicionales que haga verdaderas todas las férmulas de
un conjunto dado.

Un conjunto de férmulas I' = {«a, §,7,...} € L(P) se dice satisfactible si y solo si
existe al menos una valuaciéon o: P — {0, 1} tal que:

o(a)=6(f) =o(y)=---=1

En caso contrario, si no existe ninguna valuacion que haga verdaderas todas las férmulas
del conjunto simultaneamente, se dice que I' es insatisfactible.

Ejemplos de Satisfactibilidad e Insatisfactibilidad

Para comprender mejor esta definicion, consideremos algunos ejemplos concretos:

= {pVq} es un conjunto satisfactible, ya que, por ejemplo, la valuacién o(p) = 1,0(q) =0
hace que la formula sea verdadera.
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= {p Agq,pA —q} es insatisfactible, porque no hay una valuaciéon que pueda hacer ambas
formulas verdaderas al mismo tiempo. En efecto, la primera exige que p y ¢ sean ver-
daderos, mientras que la segunda requiere que p sea verdadero pero ¢ sea falso, lo cual
es contradictorio.

Aplicaciones de la Satisfactibilidad

El problema de satisfactibilidad proposicional (SAT) fue el primero en demostrarse NP-
completo (Teorema de Cook, 1971). Ser NP-completo implica que la resolucién de SAT en
su forma general puede requerir un tiempo exponencial en funciéon del niimero de variables,
lo que hace que su solucién sea computacionalmente dificil a gran escala. in embargo, en la
practica, existen algoritmos avanzados llamados SAT-solvers que pueden resolver muchas
instancias grandes de manera eficiente mediante heuristicas y optimizacion.

Tiene multiples aplicaciones en diversas areas de la informatica y la matematica:

» Verificacion de software y hardware: Se utiliza en la verificacion formal de circuitos
digitales y programas para determinar si existen errores logicos en su funcionamiento.

= Optimizacién combinatoria: La satisfactibilidad booleana es la base de problemas de
optimizacién como el problema del corte minimo, la asignacion de tareas y la generacion
de horarios.

» Criptografia y seguridad informatica: Problemas SAT se usan en el andlisis de
protocolos criptograficos para detectar vulnerabilidades. También se aplican en la recu-
peracién de claves cifradas y en la verificacién de la resistencia de sistemas de seguridad.

1.4.2. Tautologias y Contradicciones

Otra clasificacion importante en légica proposicional es la de tautologias y contradic-
ciones. Estas nociones permiten identificar formulas que son siempre verdaderas o siempre
falsas, independientemente de la valuacion que se elija.

Una férmula o € L(P) es una tautologia si y solo si es verdadera bajo todas las
valuaciones posibles, es decir, si para toda valuacién o: P — {0,1} se cumple que:

o(a) =1.

Una férmula o € L£(P) es una contradiccién si y solo si es falsa bajo todas las
valuaciones posibles, es decir, si para toda valuacién o: P — {0, 1} se cumple que:

d(a) = 0.
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Ejemplos de Tautologias y Contradicciones

A continuacién, se presentan algunos ejemplos para ilustrar estas definiciones:

= pV —p es una tautologia, ya que siempre sera verdadera sin importar la valuacion de p.

= p — (pVq) es también una tautologia, pues siempre que p sea verdadero, entonces pV q
también lo sera.

= pA-p es una contradicciéon, ya que nunca puede ser verdadera, sin importar la valuacion
de p.

1.4.3. Relacién entre Contradiccion e Insatisfactibilidad

Una contradiccion es una formula que es falsa bajo todas las valuaciones posibles. Por
lo tanto, un conjunto que contenga al menos una contradiccion es insatisfactible, ya que no
existe ninguna valuacién que lo haga verdadero.

De manera mas general, un conjunto de férmulas es insatisfactible cuando la conjuncién
de todas sus formulas forma una contradiccion. Esto significa que no hay una asignacion de
valores de verdad que satisfaga simultaneamente todas las férmulas del conjunto.

El conjunto {p V q,—p, ~q} es insatisfactible, ya que su conjuncién equivale a la con-
tradiccién (p V ¢) A —p A =g, la cual es falsa bajo cualquier valuacion.

1.5. Equivalencia de férmulas

Comprender la equivalencia de férmulas es 1til para la simplificacién de expresiones l6gicas
y la verificacién de argumentos. Nos permite transformar formulas en formas mas manejables
y demostrar propiedades de los sistemas légicos.

Informalmente, dos férmulas «, 8 € L(P) se dicen equivalentes si tienen la misma tabla
de verdad. Formalmente:

Dos férmulas «, 5 € L(P) son (semanticamente) equivalentes, notado o = f3, si y
solo si

o(a) = 6(f)

para toda valuacién o: P — {0,1}.
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Ejemplo

Demostremos que —(p V q) = —p A ~¢ mediante su tabla de verdad.

pla| Ve | pA-g
11 0 0
1/0 0 0
01 0 0
00 1 1

Se observa que ambas columnas son iguales, por lo que las férmulas son equivalentes.

1.5.1. Algunas equivalencias ttiles

Las siguientes equivalencias son herramientas esenciales en la manipulacion de expresiones
logicas:

Leyes de De Morgan —(pAq) =—-pV —q
~(pVqg)=-pA—g

q) AT

qQVr

Asociatividad de A y VvV pA(gAT) = (
r

p A
pV(gVr)=(pV

Caracterizacion alternativa de — p—q¢=-pVq

Ejercicio de Equivalencia

.Es el conectivo de implicacién (—) asociativo?

Para responder esta pregunta, basta con analizar la equivalencia:
p—=q) 2>r=p—=(g—r)

Que podemos verificar si son iguales usando las tablas de verdad.

1.6. Consecuencia Légica

La nocién de consecuencia légica es clave en logica matematica, ya que permite for-
malizar cuando una conclusion se deriva logicamente de un conjunto de premisas. Esta
nocién subyace en el concepto de inferencia logica y es clave para la validez de argumentos.
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Sea I" un conjunto de férmulas (premisas) y o una férmula (conclusion). Decimos que « es
consecuencia légica de I' si cada vez que todas las formulas en I' son verdaderas, entonces
a también es verdadera. Escribimos esto como:

I'E a.

Es decir, si asumimos que las premisas son verdaderas, entonces la conclusién necesaria-
mente también debe serlo. Si encontramos al menos una interpretacion en la que todas las
premisas son verdaderas y la conclusién es falsa, entonces no hay consecuencia légica.

En logica, la validez es una propiedad que tienen los argumentos cuando las premisas
implican la conclusién. Si la conclusién es una consecuencia légica de las premisas, se dice
que el argumento es deductivamente valido. En este contexto, consideraremos estas dos
nociones como idénticas.

1.6.1. Ejemplos Clasicos de Consecuencia Légica

Existen reglas clasicas de inferencia que ejemplifican el concepto de consecuencia logica.
Algunas de ellas son:

» Modus ponens: {p,p = ¢} Fq
» Modus tollens: {—¢,p — ¢} E —p

» Transitividad de la implicacién: {p—q¢,q—r}Ep—r

Estos esquemas de inferencia pueden verificarse mediante tablas de verdad como lo hicimos
al verificar si un argumento es valido.

1.6.2. Definicion Formal

Sea I" un conjunto de férmulas en un lenguaje 16gico £(P) y « una férmula en el mismo
lenguaje. Decimos que « es consecuencia l6gica de I', denotado I' = «, si y sélo si
para toda valuacién o : P — {0, 1},

si (") = 1, entonces 6(a) = 1.

Esto significa que « debe ser verdadero en toda valuacion en la que todas las férmulas
de I" son verdaderas.

. J

Notar que no nos importan aquellas valuaciones o donde 6(I") # 1. El valor de « en esas
valuaciones es irrelevante.
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1.6.3. Propiedades Importantes

La consecuencia légica cumple con varias propiedades fundamentales que nos permiten
derivar resultados de manera mas estructurada y comprender mejor las relaciones entre dis-
tintas proposiciones. A continuacion, presentamos algunas propiedades relevantes:

Para todo conjunto de férmulas I' y todas las féormulas o, 8 se cumplen las siguientes
propiedades:

» Equivalencia légica: o« = § siy sélo si {a} = 8y {8} | a. Esto significa que ambas
formulas tienen el mismo valor de verdad en todas las interpretaciones.

» Relacién con insatisfactibilidad: I' = «a si y sélo si I' U {—a} es insatisfactible.
Esta propiedad es ttil para demostrar la validez de inferencias mediante el método de
reduccién al absurdo.

» Regla de deduccién: I' = o — [ si y sélo si ' U {a} = [. Es un recurso esencial
para derivar conclusiones en sistemas formales.

» Monotonia: Si I' = a entonces 'U{S} |= «a. Esto significa que al agregar méas premisas
a I', no se pierde la capacidad de inferir a.

Ejemplo de Monotonia con un Conjunto Insatisfactible

Pregunta: Sabemos que {p, p — ¢} | ¢. Por la propiedad de monotonia de la consecuencia
légica, también se cumple:

{p, p—= a4, ¢} Eq.

s Como es esto posible?

La respuesta radica en que {p,p — ¢,—q} es un conjunto insatisfactible; no existe va-
luacion que haga todas estas férmulas verdaderas simultaneamente. En logica proposicional,
cuando un conjunto de premisas es insatisfactible, se sigue trivialmente que se puede derivar
cualquier conclusion.

= Si un conjunto es insatisfactible, no hay asignaciones de verdad que satisfagan si-
multaneamente todas sus féormulas.

» Por definicién, en cada valuacién que “satisface” el conjunto (no existe ninguna), la
conclusion es verdadera de manera vacia o trivial.

Este hecho, aunque pueda parecer extrano, se desprende directamente de nuestras defini-
ciones y pone de manifiesto por qué queremos evitar conjuntos insatisfactibles en el razona-
miento légico, ya que de ellos se podria derivar cualquier cosa.
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1.6.4. Ejercicios

Ejercicio 1: Demuestre la relacién con insatisfactibilidad: T' = « si y s6lo si I'U {—a} es
insatisfactible.

Ejercicio 2: Demuestre la regla de deduccién: I' = o« — 8 si y s6lo si 'U{a} = 5.

Ejercicio 3: Explique por qué, a partir de un conjunto de premisas insatisfactible, se
puede derivar cualquier conclusién.

1.7. Aplicaciones de Satisfactibilidad

1.7.1. Programacién de examenes universitarios

Se deben programar tres examenes en dos franjas horarias disponibles: manana (t1) y
tarde (¢2). Los exdmenes son:

» Matematicas (M)
» Fisica (P)

» Ciencias de la Computacién (C)

Las restricciones son:

1. Cada examen debe programarse en exactamente una franja horaria.
2. Los exdmenes de Matemadticas y Fisica no pueden coincidir en la misma franja.

3. El examen de Ciencias de la Computacién debe programarse antes que el de Ma-
tematicas.

Definicién de Variables Booleanas

Cada variable X; indica si el examen X estd programado en la franja t2:

s M, M,: Matematicas en la franja t1 o t2.
= P, P, Fisica en la franja t1 o 2.

= (], Cy: Ciencias de la Computacion en la franja t1 o t2.
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Codificaciéon en légica proposicional
1. Cada examen debe estar en una tnica franja

(My V Ms) A —~(My A M)
(PLV Py)AN=(Py A Py)
(Cl V Cg) A _\(Cl A CQ)

2. Matematicas y Fisica no pueden coincidir

(MyAP), —(MyAPy)

3. Ciencias de la Computacion antes que Matematicas
CQ — _|M1.
(Si C esta en t2, M no puede estar en t1)
Solucion SAT

Una asignacién valida que cumple todas las restricciones es:

C1 = true, (5 = false
My = true, M; = false
Py = true, P, = false
Interpretacién de la Solucién:
» Ciencias de la Computacién — Manana (7'1)

» Matematicas — Tarde (72)

» Fisica — Tarde (72)

La asignacién respeta todas las restricciones, garantizando que Ciencias de la Compu-
tacion ocurre antes que Matematicas y que Matematicas y Fisica no coinciden.

1.7.2. Juego del Gato

En este problema, modelamos el juego del Gato (Tic-Tac-Toe) como un problema de
satisfactibilidad (SAT) en légica proposicional. El objetivo es verificar si el jugador X
tiene una jugada ganadora en su proximo turno.
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Definicién del Problema

Dado un tablero 3 x 3, donde algunas casillas ya estan ocupadas por X o O, queremos

determinar si existe una celda vacia donde X pueda jugar para ganar inmediatamente.

Representacion del Tablero
Definimos el estado de cada celda (i, j) usando dos variables booleanas:
» X, ;: La celda (7, j) estd ocupada por X.

» O, ;: La celda (7, ) esta ocupada por O.

Las celdas vacias no se modelan explicitamente, sino que se deducen por la ausencia de

Xijy Oij.

Restricciones del Problema

1. Cada celda debe estar en exactamente un estado, lo que se expresa con la siguiente

restriccion:

(= Xij A=0i;5) V ((Xij VOij) AN=(Xij AOiy)), Vi,

Esta ecuacion garantiza que cada celda la celda esté vacia o esté ocupada por X
pero no por ambos a la vez.

2. Condicién 1: X debe jugar en una celda vacia

(1.1)
o O,

Para que X pueda realizar una jugada, debe colocar su marca en una celda que aun no
esté ocupada. Dado que las celdas vacias se identifican como aquellas donde X, ; v O; ;

son falsas, la condicién de jugada se expresa como:

V(=X A=0i;) = Xij).

.3

(1.2)

Esta ecuacion establece que si una celda no esta ocupada por X ni O, entonces X puede

colocar su marca en ella.

3. Condicién 2: X debe completar una fila, columna o diagonal.

= Fila completa:

(X11 A Xi2AX13) V(Xog AXoo AXas) V(X351 AXsoAXss).
= Columna completa:

(XiaAXo1 AX31) V(X122 AXoa A X52) V(X133 A Xos A Xss).
= Diagonal completa:

(X112 A Xoo A X33) VI(Xi3AXooAXs1).

(1.3)

(1.4)

(1.5)
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Ejemplo de Tablero y Evaluacion

Supongamos que el tablero actual es:

s| Q|

X0
O] X
O]9

En este caso: - X puede jugar en la celda (1,3) y completar la primera fila. - Como la
formula es satisfactible, se confirma que X tiene una jugada ganadora.

1.8. Deduccion Natural

Métodos de Demostraciéon en Légica Proposicional

Cuando queremos demostrar que una afirmacion es verdadera, podemos utilizar dis-
tintos enfoques. En légica proposicional, los dos principales métodos son:

= Deduccion Natural: Un sistema de reglas que nos permite derivar proposiciones
paso a paso a partir de premisas iniciales.

» Tablas de Verdad: Un método exhaustivo que evaltia todas las combinaciones
posibles de valores de verdad para determinar si una proposicién es vélida en
todos los casos.

Ambos métodos tienen ventajas y limitaciones, y en esta secciéon nos centraremos en la
deduccion natural.

1.8.1. ;Qué es la Deduccién Natural?

La deduccién natural es un sistema formal que imita la forma en que razonamos de
manera estructurada: partiendo de premisas, aplicamos reglas de inferencia para derivar
conclusiones que seran correctas siempre que las premisas lo sean. Este proceso exige un
enfoque creativo y metddico, parecido a la resoluciéon de problemas en programacién o
demostracion de teoremas, pues no siempre es evidente qué regla usar ni en qué orden.

A diferencia de las tablas de verdad, que comprueban la validez de una proposicion al
evaluar todas las combinaciones posibles de valores de verdad, la deduccion natural construye
el razonamiento paso a paso, ofreciendo una comprension detallada de como se encadenan
las inferencias hasta llegar a la conclusién.

Ventajas y Desventajas de la Deduccion Natural

= Ventajas:

e Permite demostrar teoremas de manera sistematica y organizada.
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e Es aplicable a légica de primer orden y sistemas mas complejos.
e Es proceso generativo que permite descubrir nuevas conclusiones.

e Es mas eficiente que las tablas de verdad para proposiciones con muchas variables.
= Desventajas:

e Requiere préctica y habilidad para construir demostraciones.

e No proporciona una forma directa de comprobar si una proposicién es una tauto-
logia.

A continuacion, exploraremos algunas reglas esenciales de la deduccién natural, junto con
ejemplos practicos.

1.8.2. Reglas Basicas de la Deduccién Natural
Regla de la Conjuncién (A)

Ejemplo: Supongamos que sabemos que:

s Pedro tiene una bicicleta.

= Pedro tiene un casco.
De esto, podemos concluir:
Pedro tiene una bicicleta y un casco.

Esto es un caso de la introducciéon de la conjuncion.

Regla de Introduccién de la Conjuncion

Si tenemos dos afirmaciones ¢ y 1, podemos combinarlas con A.

¢ Y

Sobre las lineas estan las premisas de la regla. Abajo de la linea se encuentra la conclusion.
A la derecha de la regla tenemos el nombre de la regla abreviado.

Ejemplo: Si sabemos que:
Ana es ingeniera y Ana es programadora.

Podemos concluir:
Ana es programadora.
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Regla de Eliminacién de la Conjuncion

Si sabemos que algo es cierto en conjunto (¢ A ¢), podemos extraer cualquiera de sus

partes.
PNY ¢ N

Y
¢ (/\61) 7(/\62)
Ejercicio: Queremos probar:
pAqg,rEgAhr
Representacion grafica de la demostracion:
PAgq
—[Nes] r
q
[N
qgAT

Regla de la Doble Negacion
Motivacién: Si alguien dice:
”"No es falso que Pedro es honesto.”

. Significa esto que Pedro es honesto? Si. Esto es un caso de eliminacién de la doble negacién.

Regla de la Doble Negacién

Una afirmacién es equivalente a su doble negacion.

) (i)

¢ ¢

Regla de Eliminacién de la Implicacién (Modus Ponens)

Ejemplo: Sabemos que:

= Si estudio, aprobaré el examen.

» Estudié.
Podemos concluir:

Aprobaré el examen.
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w
[aw]

Esto es un caso del Modus Ponens.

Modus Ponens (— ¢)
Si tenemos ¢ y ¢ — 1, podemos deducir .

¢ o=
(&

(= e

7
\.

Modus Tollens (MT)
Si tenemos ¢ — ¢ y ), podemos deducir —¢.

0 by

Regla de Introduccién de la Implicacién
Ejemplo: Supongamos que queremos demostrar la siguiente afirmacion:
Si Juan estudia, aprobara el examen.

., Cémo lo harfamos? Podemos asumir temporalmente que Juan estudia, y si logramos demos-
trar que en ese caso aprueba el examen, entonces la afirmacion original es valida.

Regla de Introduccién de la Implicaciéon

Para probar ¢ — 1, asumimos temporalmente ¢ y demostramos .

(= 1)

La regla expresa que para probar ¢ — 9 debemos asumir temporalmente ¢ y entonces
probar . En la prueba de ¢ se pueden usar cualquiera de las férmulas obtenidas hasta el
momento, como premisas y conclusiones provisionales.

Ejercicio: Queremos demostrar
p—=qb—q—=p

La mecanica de la regla es mas complicada que las anteriores.

1 p—q premisa
2 g supuesto
3 —p MT 1,2

4 g — —p — 1 2-3
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El cuadro sirve para delimitar el alcance del supuesto temporal —g. No podemos usar
suposiciones dentro del cuadro en reglas fuera del cuadro.

Reglas de la Disyuncién (V)

Introduccion de la Disyuncion

Podemos introducir una disyuncién a partir de cualquier proposicion:

Supongamos que queremos probar una proposicion y asumiendo que ¢ V ¥. Puesto que
no sabemos que argumento de la disyuncion es verdadero, debemos obtener dos pruebas por
separado que deberemos combinar en un solo argumento:

Eliminacion de la Disyuncion

Si queremos probar x asumiendo ¢ V 1), necesitamos dos pruebas separadas para cada
caso:

Regla de la Negacion

Una contradiccion en logica proposicional se expresa como ¢ A —¢, donde ¢ es cualquier
formula. A esta contradiccion se le denomina L. La regla de la negacion describe cémo usar

una contradiccion y como introducir una negacion al demostrar que un supuesto conduce a
L.

Regla de la Negacion
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» —¢ (eliminacién de la negacién) nos dice que si ¢ y —¢ se derivan simultdneamente,
obtenemos .

» le nos indica que, a partir de L, podemos concluir cualquier férmula (principio de
explosién).

» —i (introduccién de la negacién) expresa que, si al suponer ¢ derivamos una contradic-
cién (L), entonces concluimos —¢.

Ejercicio Final: Demostracion con Disyunciones y Conjunciones

Veamos un ejemplo que combina varias reglas de inferencia para demostrar:

pA(gVvr) = (pAg) V (pAT).

La idea general es extraer p y la disyuncion ¢ V r de la premisa, y luego considerar dos
casos (uno donde ¢ es verdadero, y otro donde r es verdadero) para demostrar la disyuncién
final. La prueba se detalla a continuacién:

1 pA(gVvr) Premisa

2 p Neq (de 1)

3 qVvr Nes (de 1)

4 q supuesto

5 pAgq Ni (de 2,4)

6 (@AgQV(pAT) Viy (de b)

7T r supuesto

8 pAr NAi (de 2,7)

9 (pAgV(pAT) Viy (de 8)

10 (pAg)V(pAT) Ve (3, 4-6, 7

9)

Conclusion

La deduccién natural es mas que un conjunto de reglas: se trata de un sistema de prue-
ba que garantiza, por un lado, la solidez (no se puede demostrar algo falso) y, por otro,
la completitud (todo lo que es vélido puede probarse dentro del sistema), al menos en el
contexto de la 16gica proposicional. Estas dos propiedades son cruciales para confiar en cual-
quier sistema logico: nos aseguran que no probaremos férmulas falsas y que no dejaremos sin
demostrar las verdaderas.



» Solidez (Soundness): Si podemos derivar « a partir de I' mediante deduccién
natural, entonces « es una consecuencia logica de I' en todas las interpretaciones.
En términos formales:

'Fa = Tk

» Completitud (Completeness): Si « es una consecuencia légica de I' (es decir,
verdadera en todas las interpretaciones donde I' 1o es), entonces también podemos
derivar o dentro del sistema de deduccién natural. En términos formales:

'Ea = Tta

Este enfoque riguroso y ordenado para el razonamiento légico tiene implicaciones tan-
to en el ambito académico—donde se emplea para demostrar teoremas y validar argumentos
formales—como en la vida diaria, al entrenar nuestras habilidades de pensamiento analitico.
Aun si no aplicamos conscientemente el lenguaje logico en cada situacion, los principios de
consistencia y completitud ofrecen un horizonte de certeza para saber que los razonamientos
formales se construyen de forma sélida y exhaustiva.

Capitulo 2

Logica de Predicados

2.1. Introduccién a Légica de Predicados

2.1.1. Limitaciones de la Logica Proposicional

La légica proposicional es una herramienta poderosa para modelar razonamientos forma-
les. Sin embargo, tiene ciertas limitaciones, ya que no puede expresar relaciones mas complejas
entre objetos ni generalizaciones. Consideremos el siguiente razonamiento:

“Todas las personas son mortales. Sécrates es una persona. Por lo tanto, Sécrates
es mortal.”

Este argumento parece vélido, pero en logica proposicional no tenemos forma de expresar
la idea de que “todas las personas” tienen la propiedad de ser mortales.

33
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Para capturar este tipo de razonamiento necesitamos:

» Describir propiedades de o relaciones entre los elementos del dominio en cuestion.
Por ejemplo:
persona(x), mortal(x) (2.1)

= Cuantificar sobre los elementos del dominio, permitiendo generalizaciones como:

YV (persona(x) — mortal(x)) (2.2)

Asi, podemos representar el argumento formalmente en légica de predicados:

V. persona(x) — mortal(x) (Premisa general)
persona(Sécrates) (Premisa especifica)
mortal(Socrates) (Conclusién)

Este tipo de logica, llamada légica de predicados o l6gica de primer orden, permite
expresar con mayor precisiéon una variedad de razonamientos que en logica proposicional
serfan imposibles de representar.

Ejemplo con una Relacion Binaria

No solo podemos representar propiedades individuales, sino también relaciones entre ele-
mentos. Consideremos el razonamiento:

“Si un usuario sigue a otro en una red social, entonces puede ver sus publicaciones.
Alice sigue a Bob. Por lo tanto, Alice puede ver las publicaciones de Bob.”

Este argumento puede expresarse en logica de predicados como:

V,y. sigue(x,y) — puedeVerPublicaciones(x,y) (Regla general)
sigue(Alice, Bob) (Hecho especifico)
puede VerPublicaciones(Alice, Bob) (Conclusién)

Diferencias Clave con la Légica Proposicional

Para resumir, la logica de predicados introduce dos elementos clave que la diferencian de
la l6gica proposicional:

1. Predicados: Nos permiten expresar propiedades y relaciones entre objetos.

2. Cuantificadores: Nos permiten hacer afirmaciones sobre todos los elementos de un
dominio (V) o sobre la existencia de al menos un elemento que cumple una propiedad

3)-

Estos elementos hacen que la logica de predicados sea mucho mas expresiva y 1til para
modelar razonamientos matematicos y computacionales.
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2.1.2. Sintaxis de la Légica de Predicados

Las férmulas de la 16gica de predicados se construyen a partir de un vocabulario compuesto

por:

Simbolos de relacion P, @), R, ..., cada uno con una aridad determinada, es decir, el
nimero de argumentos que toma. Si un simbolo de relaciéon R tiene aridad n, se denota
como R(xq,x,...,T,).

Cuantificadores: universal (V) y existencial (3), que permiten expresar generalizacio-
nes y la existencia de elementos en el dominio.

Variables: x,y, z, . . ., que representan elementos arbitrarios del dominio. Dos variables
pueden referirse al mismo objeto si y solo si se cumple x = y.

Conectivos légicos: =, A, V, —

Ejemplos de Propiedades de Relaciones

Las relaciones pueden cumplir distintas propiedades fundamentales:

Reflexividad: Vo R(z,x) (ejemplo: mayor o igual que)
Simetria: VaVy(R(z,y) — R(y,z)) (ejemplo: igualdad)
Antisimetria: VaVy((R(z,y) A R(y,x)) — = = y) (ejemplo: mayor estricto que)

Transitividad: VaVyVz((R(z,y) A R(y, z)) — R(x, z))

Alcance de los Cuantificadores

Los cuantificadores determinan una ”zona de influencia’de las variables, llamada rango
o alcance del cuantificador:

R(z) N3y Va(S(x) = T(x,y)) (2.3)
Las ocurrencias verdes de = estan dentro del alcance del cuantificador universal y son
capturadas” por éste.

La ocurrencia roja de y esta dentro del alcance del cuantificador universal, pero no es
capturada por éste.

La ocurrencia roja de y estd dentro del alcance del cuantificador existencial y si es
capturada por éste.

La variable z es libre porque no esté en el alcance de ningin cuantificador.
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Para entender mejor la importancia del alcance de los cuantificadores, consideremos dos

expresiones aparentemente similares, pero con significados distintos:

2.2.

» Vody T'(z,y) (Para todo x, existe al menos un y que cumple la relacion T'(z, y)).

» JyVa T'(x,y) (Existe un dnico y tal que para todo x, se cumple la relacién T'(z,y)).

Semantica de la Légica de Predicados

En 16gica, no solo nos interesa la forma de las féormulas (su estructura sintdctica), sino

también su significado (su interpretacion en un dominio). Mientras que en la légica pro-
posicional basta con asignar valores de verdad a cada variable proposicional y evaluar la
formula mediante conectivos logicos, en la légica de primer orden debemos dar significado
a términos, funciones y relaciones sobre algin conjunto de referencia, llamado dominio.

2.2.1. Estructuras e Interpretaciones

Para capturar el significado de las férmulas de primer orden, trabajamos con objetos

llamados estructuras:

A= (A, PYLQYRA, ..

donde:

A es el dominio (o universo) de la estructura. Todas las variables de la férmula tomarén
valores en este conjunto.

PA Q4 RA, ... son las interpretaciones de los simbolos de relacién (o predicados)
del lenguaje. Por ejemplo, si nuestro lenguaje incluye un predicado binario P, entonces
PA C Ax A especifica para qué pares de elementos de A se considera verdadero P(z,y).

Si el lenguaje tiene simbolos de funcién f, g, etc., sus interpretaciones f4, g, ... son
funciones definidas sobre A. Por ejemplo, si f es una funcién de n variables, entonces

fALAY - A

A

Si el lenguaje incluye simbolos de constante como ¢, su interpretacion ¢ es un elemento

concreto de A.

Para evaluar una formula con variables libres, necesitamos ademas una valuacién o, que

es una funcion:

o : {variables} — A.

La valuacién asigna a cada variable un elemento concreto del dominio A. De esta for-

ma, podemos “sustituir” cada variable por su valor en A y verificar si una férmula resulta
verdadera o falsa bajo tal asignacion.
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2.2.2. Ejemplos de Estructuras
Ejemplo 1: Grafos

Sea H = (V, F) un grafo en el sentido usual (conjunto de vértices V' y conjunto de aristas
E). Podemos representarlo como la estructura:

g = (Ga Eg)
donde:

» (G es el conjunto de vértices. Este serd el dominio de nuestra estructura.

» E9 C G x G es la interpretacion del simbolo de relacién binaria E. Para (u,v) € EY
decimos que hay arista entre u y v.

Ejemplo concreto. Considere el siguiente grafo no dirigido con vértices A, B, C, D y aristas
{4, B}, {B,C}, {C, D}, {D, A}, {B, D}.

» El dominio de la estructura es G = {A, B,C, D}.

Interpretaciéon como estructura:

s La interpretacion de E se describe como:
E? = {(A,B), (B, A),(B,C),(C, B),(C,D),(D,C),(D, A), (A, D), (B, D), (D, B)}.

En otras palabras, si (u,v) € EY, hay arista entre u y v.

Ejemplo 2: Numeros Naturales

Consideremos el lenguaje de la aritmética de Peano, con simbolos de constante 0, 1, la
funcién sucesor s(+), las operaciones + y -, y la relaciéon <, entre otros. Podemos representar
a los numeros naturales mediante la estructura:

N — (N, ON’ 1N’ SN7 _i_N’ .N’ <N)
donde:

= El dominio es A = N, el conjunto de los niimeros naturales.



38 CAPITULO 2. LOGICA DE PREDICADOS

= 0V y 1Y son la interpretacién de las constantes 0 y 1, respectivamente.
» sV : N — N es la funcién sucesor, que asigna a cada natural n el valor n + 1.

» +V:NxN = Ny -¥:NxN — Nson las interpretaciones de la suma y la multiplicacién,
respectivamente.

s <NC N x N es la relacién usual de orden sobre los naturales.

2.2.3. Definicion Formal de Satisfaccion

Dado un lenguaje de primer orden y una estructura A para dicho lenguaje, decimos que
una formula ¢ es verdadera o se satisface en A bajo la valuacion o, y escribimos:

(A, 0) = ¢,
si al “interpretar” todos los simbolos de relacién y funciéon como indica A, y al asignar
las variables segin o, la formula ¢ resulta verdadera.

La definicién de “=” se da inductivamente segin la forma de la férmula ¢. Algunos casos
importantes:

(A, 0) = P(z1,...,2,) siy solo si (o(x1),...,0(z,)) € P4,

(A, 0) E oV siysolosi (A,0)E¢o (A o0)E1,

(A, o) E ¢ si y solo si (A, o) £~ ¢,

(A, 0) =V o(x) siy solo si (A, olx/a]) | ¢(x) para todo a € A,

donde oz /a| es una nueva valuaciéon que coincide con o en todas las variables excepto en
x, a la que se le asigna el valor a.

» Férmulas cerradas (oraciones): Si ¢ no tiene variables libres, no es necesario es-
pecificar una valuaciéon o, pues no hay variables por asignar. En ese caso, escribimos
simplemente A |= ¢ para indicar que la estructura A satisface la oracion ¢.

La semantica de la logica de predicados nos dice cémo interpretar y evaluar la veracidad
de férmulas de primer orden en dominios concretos. Una estructura fija tanto el conjunto de
referencia (dominio) como la interpretacion de los simbolos del lenguaje (relaciones, funciones,
constantes). Para las variables libres, definimos una valuacion que determina a qué elemento
del dominio corresponde cada variable.

2.2.4. Ejemplos de Satisfaccion
Ejemplo 1: Propiedad sobre una relacion

Considera la formula:

Vo Vy (R(z,y) — 3z (R(z,2) A R(z,y))).
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Esta formula afirma, en términos informales, que “si hay relacién entre x e y, entonces existe
un z que se relaciona con ambos”.

En el dominio de los niimeros reales con R(zx,y) interpretado como z < y, la afirmacion
puede leerse asi: “si un niimero x es menor que un numero ¥y, entonces existe otro niimero
z tal que z < 2z y z < y”. Esto es verdadero en R, porque siempre podemos encontrar un
nimero intermedio entre x e y.

Pregunta: ;Sucede lo mismo si cambiamos el dominio de discurso a los enteros Z con
la misma interpretacién (<)?

Ejemplo 2: Asignaciones especificas

Sea la féormula R(z,y) en el dominio de los reales, con R(zx,y) interpretado como z < y.
Bajo la valuacién o definida por o(z) =1y o(y) = 2, tenemos:

(A,0) E R(z,y) <— 1<2.

Dado que 1 < 2 es verdadero, la formula se satisface.

Ejemplo 3: Propiedades en Grafos

Consideremos una estructura de grafo no dirigido G = (V| E), donde V es el conjunto de
vértices y (u,v) € E representa que hay una arista (sin direccién) entre u y v.

s La formula
VaVy (E(z,y) = E(y,z))

expresa que el grafo es no dirigido. Si (x,y) es una arista, entonces (y, ) también lo
es. Esta férmula se satisface en todo grafo no dirigido, pero no en uno dirigido.

= Otra propiedad interesante es la transitividad:
VaVyVz ((E(a:,y) A E(y, z)) — E(x, z))

Si hay una arista de x a y y de y a z, entonces debe existir una arista de = a z. -
Esto es cierto, por ejemplo, en cliques completas (todos los vértices estan conectados
con todos) y en cerraduras transitivas de un grafo. - En un grafo cualquiera, no suele
cumplirse.

2.3. Equivalencia de Formulas

Dos férmulas cerradas ¢ y ¢ se dicen equivalentes, notado como ¢ = 1, si y solo si
para cada estructura A4 se cumple:

AE¢ siysolosi AE. (2.4)
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Es decir, ambas férmulas tienen el mismo valor de verdad en todas las interpretaciones
posibles.

2.3.1. Ejemplos de equivalencia

Algunas equivalencias fundamentales en logica de predicados incluyen:

» —Jdx.P(z) = Vz.-P(x) (Leyes de De Morgan para cuantificadores).
» Vz.P(z) = Jx.-P(x).
» V. (P(z)

x () = (Vx.P(z)) A (Vx.Q(z)) (Distribucién de cuantificadores).
» Jz.(P(2) dx

Y
VQ P(z)) V (32.Q(x)) (Distribucién de cuantificadores).

2.3.2. Demostraciones

En la l6gica de predicado no podemos comprobar equivalencias con una tabla de verdad-
como hacfamos en la logica proposicional-ya que no hay proposiciones a partir de las cuales
construir una tabla. Entonces, razonemos.

Leyes de De Morgan para cuantificadores Demostracién de —3x.P(z) = Vz.—P(z):

Si —3z.P(x) es verdadero, significa que no hay ningin x para el cual P(x) sea verdadero,
lo que equivale a decir que para todo =, P(x) es falso, es decir, Yz.—P(z).

Reciprocamente, si Vx.—P(z) es verdadero, entonces no hay ningin x donde P(z) sea
verdadero, lo que implica —3z.P(z).
Demostracién de —Vz.P(z) = Jz.-P(x):

Si =Va.P(x) es verdadero, significa que no es cierto que P(z) sea verdadero para todos
los valores de x, es decir, existe al menos un x para el cual P(z) es falso, lo que equivale a

dr.—P(x).

La demostracion inversa sigue la misma logica.

Distribucién de cuantificadores Demostracion de Vz.(P(z) A Q(z)) = (Vz.P(x)) A
(V2.Q(x):

Direccién (=-): Suponemos que Vz.(P(z) A Q(x)) es verdadero. Esto significa que para
cada x, tanto P(x) como Q(x) son verdaderos. Entonces, en particular, podemos afirmar que:

Ve.P(z) y Vz.Q(z)

por lo que (Vz.P(x)) A (Vz.Q(x)) también es verdadero.

Direccién («<): Si (Vz.P(z)) A (Vz.Q(x)) es verdadero, significa que para cada =, P(z)
es verdadero y Q(z) es verdadero, lo que implica que P(z) A Q(z) es verdadero para cada x,
es decir:

V. (P(z) A Q(x))
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Demostracién de 3z.(P(z) V Q(z)) = (Fz.P(x)) V (Fz.Q(x)):

Direccién (=): Si Jz.(P(x) V Q(x)) es verdadero, significa que existe al menos un x, tal
que P(xg) V Q(zg) es verdadero. Esto implica que al menos uno de los dos (P(xg) o Q(x))
es verdadero. En cualquiera de los casos, se cumple Jz.P(z) o Jz.Q(x), lo que implica que
(Fz.P(z)) V (3z.Q(x)) es verdadero.

Direccién («=): Si (Fz.P(z)) V (Fz.Q(x)) es verdadero, significa que existe un x; tal que
P(z1) es verdadero, o bien existe un x5 tal que Q(z5) es verdadero. En ambos casos, podemos
decir que existe un z tal que P(z) V Q(x) es verdadero, es decir, Jz.(P(x) V Q(z)).

2.3.3. Satisfacibilidad

Una férmula ¢ es satisfacible si existe una estructura A tal que A | ¢, es decir, si al
menos hay una interpretacion en la que la férmula es verdadera.

Decidibilidad de la Satisfacibilidad
La satisfacibilidad es un concepto fundamental en l6gica y computacién. Su complejidad

depende del sistema légico en el que se enmarca:

= En légica proposicional, decidir si una férmula es satisfacible es un problema NP-
completo. Esto significa que encontrar la solucion puede requerir tiempo exponencial.

= En légica de primer orden, el problema de satisfacibilidad es indecidible, segtin el
Teorema de Church-Turing (1936). No existe un algoritmo general que pueda determi-
nar, en todos los casos, si una formula de primer orden es satisfacible.

Este resultado tiene implicaciones profundas en la computabilidad y la teoria de modelos.
Por ejemplo, no se puede construir un procedimiento automético que siempre determine si
una afirmacién matematica arbitraria es verdadera o falsa.

2.3.4. Consecuencia Légica

Diremos que ¢ es una consecuencia légica de I' si todo modelo de I' es un modelo de ¢.

I' = ¢ quiere decir que para todo modelo M, si M =T entonces M = ¢
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2.4. Inferencia en Loégica de Predicados

La inferencia en logica de predicados permite derivar conclusiones a partir de un con-
junto de férmulas bien formadas (fbf) llamadas premisas. Aplicando reglas de inferencia,
obtenemos una nueva fbf, la conclusion.

A diferencia de la logica proposicional, la légica de predicados introduce cuantificadores
y variables, lo que la hace mas expresiva. Como la légica proposicional es un subconjunto
de la logica de predicados, sus reglas de inferencia también se aplican aqui. Ademads, existen
reglas adicionales para manipular cuantificadores, permitiendo inferencias sobre conjuntos de
elementos.

A continuacién, exploramos las reglas fundamentales de inferencia en 16gica de predicados
con ejemplos ilustrativos.

2.4.1. Eliminacion de cuantificador universal

Intuicién: Si ¢(x) se cumple para todo z, podemos concluir que ¢(z) se cumple para
cualquier ¢ dado.

Vg (x)

F(t),Yx(F(z) = - M(x)) - ~M(t)

1 F(b premisa
2 Va(F(x) = —M(x)) premisa
3 F(t) = —~M(1) Vo e 2

4 =MD —e3,1

2.4.2. Introducciéon de cuantificador universal

Intuicién: Podemos concluir que ¢ se cumple para todo z si elegimos una variable x
arbitraria y nueva y demostramos ¢(z).

[V 1]
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Va(P(z) = Q(x)),VeP(z) F VxQ(z)

1 Va(P(z) — Q(x)) premisa
2 VaP(x premisa
3 w9 P(xg) = Q) Ve el
4 P(zo) Vo e 2
5 Q(I’()) —e34
6 VaQ(z) Vo i 3-5

2.4.3. Reglas para la cuantificacion existencial

Introduccion del cuantificador existencial: Si podemos demostrar que un objeto es-
pecifico ¢ cumple una propiedad ¢(t), entonces podemos concluir que existe algin x que
también la cumple, es decir, Jzd(z).

¢(t)

[Fz
dx¢

Ejemplo: Si sabemos que “Sécrates es mortal” (M (Sécrates)), entonces podemos afirmar
que “Existe alguien que es mortal” (3xM (x)).

Eliminacidén del cuantificador existencial: Si sabemos que existe un x que cumple ¢(x),
podemos razonar sobre un elemento arbitrario ¢ que cumple ¢(¢). La clave es que este ¢
debe ser tratado como un simbolo nuevo sin suposiciones previas.

g (x)

Para concluir algo que no depende de t, debemos demostrar que la afirmacion resultante
es valida sin importar qué elemento t represente.

FEjemplo: Si sabemos que “Existe una persona que es estudiante”, podemos asumir tem-
poralmente que hay una persona arbitraria ¢t que es estudiante y usar esta suposicion para
demostrar otra propiedad.
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Va(P(z) — Q(x)),dxP(z) F FzQ(x)

1 Ve(P(x) — Q(x)) premisa

2 JzP(x) premisa

3 xy P(xg) supuesto
4 P(zg) = Q(xp) Ve el

5 Q(x0) —e4,3

6 JzQ(z) drib

7 FxQ(x) Jz e 2,36

2.4.4. Reglas para la igualdad

Recordar que la relacién de igualdad, © = y, se incluye en todos los lenguajes de primer
orden.

th = 1o
[Reflexividad™] ——  [Simetria]
t=1 ty =1
tho=ty to=t3 s=t (s
[Transitividad] [Sustitucion®|
=ty 0

Demostrar que sélo las reglas con * son necesarias para derivar el resto.

2.5. Robustez y Completitud

2.5.1. Teorema de Completitud de Godel (1930)

La completitud establece que si una férmula es 16gicamente valida, entonces existe una
prueba formal de ella en un sistema deductivo adecuado. En otras palabras, si I' |= ¢, entonces
también se tiene que I' - ¢.

La Solidez que afirma la direccién opuesta: si una férmula es demostrable en un sistema
formal (I' F ¢), entonces es vélida en todos los modelos de I' (T' |= ¢). Es decir, todo lo que
se puede probar es necesariamente cierto en cualquier interpretacion valida.
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Para cualquier conjunto de férmulas I' y cualquier féormula ¢, se cumple:

k¢ siysolosi Tk ¢.

Esto implica que la logica de primer orden es tanto completa como sélida, estableciendo
una correspondencia entre las pruebas sintdcticas () y la validez seméntica ().

Sin embargo, ningun sistema logico que sea mas expresivo que la logica de primer orden
puede tener simultdneamente un célculo de pruebas que sea tanto sélido como completo.
Esto significa que en sistemas mas poderosos, como la logica de segundo orden, siempre se
sacrifica o bien la solidez o bien la completitud.

2.5.2. Demostracion completitud de logica de predicados

Maés tarde, Leon Henkin proporcioné otra prueba mas simple, formulando el Teorema
de la existencia del modelo de Henkin (1949).

Cada conjunto consistente de oraciones tiene un modelo.

Un conjunto de oraciones I' es consistente si no se puede probar una contradiccion de esas
hipétesis, es decir, no puede ocurrir que I' - ¢ y I' - —¢.

A partir de este teorema, es facil deducir el teorema de completitud. Pero, primero
necesitamos el siguiente Lema:

Si ' U {—¢} es inconsistente, entonces I' - ¢.

Demostracién: Asuma que I' U {—¢} es inconsistente. Luego, existe una férmula v
tal que

Fu{=¢}-v¢ y TU{-¢}F .
Es decir, I', =¢ I L, lo que implica:

'k —¢p — L (regla de introduccién de implicancia)
['F ¢ (contrapositiva de implicancia)
I'E¢ = Tk ¢ o equivalentemente,

I'te = TKo
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Demostracion:
1 L't/ ¢
2 [' U —¢ es consistente
3 METU-¢
4 MET yME-¢
5 I'jeo

CAPITULO 2. LOGICA DE PREDICADOS

(supuesto)
(contraposicién del le-
ma)

(Teorema de Henkin)

(definiciéon de conse-
cuencia ldgica)
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T'écnicas de Demostracion
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Capitulo 3

Induccion Matematica

3.1. Introduccion a la Demostracion

Una demostracién es un argumento logico que establece la verdad de un enunciado
matematico. Se construye a partir de axiomas, definiciones y teoremas previamente probados.

En clases anteriores, hemos explorado las reglas de inferencia en logica, que nos per-
miten derivar conclusiones a partir de premisas utilizando razonamiento formal. Estas reglas,
como el Modus Ponens, Modus Tollens, la transitividad de la implicacién, entre otras, cons-
tituyen la base fundamental de las demostraciones matemdticas. Ahora, aplicaremos estas
reglas de manera menos estructurada en distintas estrategias de demostracion para establecer
formalmente la validez de proposiciones matemaéticas.

Las demostraciones pueden ser formales o informales. Las demostraciones formales
detallan cada paso con precisiéon matematica, pero suelen ser largas y dificiles de seguir. En
la practica, las demostraciones suelen ser mas informales y omiten detalles obvios para los
lectores familiarizados con la teoria.

3.1.1. Clasificacion de Teoremas y Resultados Matematicos

En matematicas, los resultados se clasifican en:

= Teorema: Un resultado matematico importante con una demostracién no trivial.
= Lema: Un resultado auxiliar que facilita la demostracion de un teorema.

» Proposicion: Un resultado matemético relevante pero de menor importancia que un
teorema.

= Corolario: Un resultado que sigue inmediatamente de un teorema.
= Conjetura: Una afirmacion que se cree verdadera pero que aun no ha sido probada.

49
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3.1.2. Meétodos de Demostracion

Muchos teoremas tienen la forma Vz (P(x) — @Q(x)), donde P representa la hipdtesis y
@ la conclusién. Para probar esta afirmacién, existen diversas estrategias:

Demostraciéon Directa

Se parte de la hipdtesis P y se deduce la conclusion () mediante una secuencia logica de
pasos.

Ejemplo: Demostrar que si n es impar, entonces n? también es impar.

Demostracién. Sin es impar, entonces se puede escribir como n = 2k + 1 para algtin
entero k. Elevando al cuadrado:

n? = (2k +1)* = 4k + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.

2

Como el resultado es de la forma 2m + 1, donde m es un entero, n” es impar. O

Demostraciéon por Contraposicién

En lugar de demostrar P — (), se demuestra su contrapartida légica: =) — —P.

Ejemplo: Si 3n + 2 es impar, demostrar que n es impar.

Demostracion. Demostramos la contraposicion: si n es par, entonces 3n + 2 es par.
Si n = 2k, entonces 3n + 2 = 3(2k) + 2 = 6k +2 = 2(3k + 1), que es par. Por lo tanto,
si 3n + 2 es impar, entonces n es impar. O

Demostracion por Analisis de Casos
Se divide el problema en varios casos y se demuestra el resultado en cada uno de ellos.

Ejemplo: Probar que si n no es miiltiplo de 3, entonces 3 | (n? — 1).
Demostracién. Si n no es multiplo de 3, puede ser de la forma 3k + 1 o 3k + 2.
» Sin=3k+1, entonces n? = 9k* + 6k + 1, y n? — 1 = 3(3k? + 2k), muiltiplo de 3.

» Sin=3k+2, entonces n? = 9k* + 12k + 4, y n? — 1 = 3(3k* + 4k + 1), multiplo
de 3.

En ambos casos, 3 | (n? —1). O
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Demostracion por Contradiccién

Se asume que la afirmacién es falsa y se llega a una contradiccién. Es decir, en lugar de
demostrar P, se demuestra =P — L

Ejemplo: Demostrar que no existe un nimero racional menor que todos los

racionales positivos.

Demostracién. Supongamos que existe un nimero racional r tal que r es el menor
de todos los racionales positivos. Entonces, /2 también es un niimero racional positivo
y es menor que r, lo que contradice la suposicion. Por lo tanto, tal nimero no puede
existir. Ol

Una proposicién de la forma p — ¢ también puede ser probada por contradiccion. Basta
derivar una contradiccién a partir de p A —q.

3.1.3. Conclusion

Las demostraciones matematicas son fundamentales en la matematica discreta y en toda la
disciplina matematica. Cada técnica tiene su lugar y su utilidad dependiendo de la estructura
del teorema a demostrar. La practica en la construcciéon de demostraciones ayuda a mejorar
la capacidad de razonamiento logico y la creatividad matemaética.

3.1.4. Problemas Propuestos
1. Probar que la suma de dos niimeros impares siempre es par.

2. Demuestre por contraposicion que si n = ab, donde ambos a y b son reales positivos,
entonces a < /n o b < y/n.

3. Usar el método de contradiccién para demostrar que v/3 es irracional.
4. Probar por contradiccién que si a y b son reales positivos, entonces a + b > 2V ab
5. Probar que para todo entero n, si n? es par, entonces n es par.

6. Probar por andlisis de casos que el producto de dos enteros consecutivos es siempre
par.

3.2. Principio de Induccién

El principio de induccién es una técnica poderosa para demostrar propiedades sobre
los niimeros naturales. Se basa en la idea de que si una propiedad se cumple para un niimero
base y se mantiene al pasar de un nimero al siguiente, entonces la propiedad se cumple para
todos los naturales.
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3.2.1. Definicién del Principio de Induccién

El principio de induccién establece que una propiedad P(n) se cumple para todos los
nimeros naturales si se cumplen las siguientes condiciones:

Una propiedad vale para todos los nimeros naturales si:
= Caso base: Se demuestra que la propiedad es cierta para n = 0.

» Caso inductivo: Se asume que la propiedad es cierta para un nimero n arbi-
trario (hipétesis inductiva) y se demuestra que también es cierta para n + 1.

Simbdlicamente,

P(0)AVn (P(n) — P(n+1)) = Vn.P(n).

Figura 3.1: Ilustracion del principio de induccion.

Esta técnica se puede visualizar como una fila de fichas de domind: si la primera ficha cae
y si al caer una ficha hace caer la siguiente, entonces todas las fichas caeran.
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Ejemplo: Suma de los primeros nimeros naturales

Probaremos por induccién que:

1
0+1+...+n:@'

0(0+1 :
Caso base: Para n = 0, tenemos 0 = ( 2+ ), que es cierto.

Caso inductivo: Supongamos que la férmula es valida para algtin n, es decir,

n(n—f—l)'

O+14--- =
+1l+--+n 5

Queremos demostrar que también se cumple para n + 1:

n(n+1) nn+1)+2n+1) (n+1)(n+2

0O+1+--+n+(n+1)= +(n+l) = =

2 % 2

Por lo tanto, la propiedad se mantiene y queda demostrada por induccion.

Limitaciones del principio de induccién

La induccion es una técnica muy util para probar versiones cerradas de férmulas que
involucran e.g. sumatorias, productorias o recurrencias, pero no nos dice nada sobre cémo
inferir dichas formas cerradas.

3.2.2. Generalizacion del Principio de Induccion

En algunas ocasiones, la propiedad que queremos demostrar no necesariamente comienza
en n = 0, sino en un valor inicial diferente, digamos ngy. En estos casos, podemos formular
una versién mas general del principio de induccion:

Si queremos demostrar que una propiedad P(n) es vélida para todos los nimeros
naturales mayores o iguales a un cierto ng, basta con probar:

= Caso base: Se demuestra que la propiedad es cierta para n = ny.

= Caso inductivo: Se asume que la propiedad es cierta para un nimero arbitrario
n > ng (hipé6tesis inductiva) y se demuestra que también es cierta para n + 1.

Simbdlicamente,

P(ng) AN¥n > ng (P(n) - P(n+1)) = Vn > ne.P(n).

. J

Esta generalizacion es 1til cuando la propiedad que queremos demostrar solo tiene sentido
a partir de cierto nimero natural. Por ejemplo, si estamos probando una afirmacién sobre
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la factorizacién de nimeros naturales en factores primos, podriamos necesitar que el primer
caso considerado sea nyg = 2, ya que el numero 1 no es primo ni compuesto.

Ejercicio: Lanzamiento de Pelotas en el Parque

Un nimero impar de personas esta de pie en un parque, cada una con una pelota en la
mano. La distancia entre cualquier par de personas es distinta.

Cada persona lanza su pelota a la persona que esta mas cerca de ella. Queremos demostrar
por induccién que siempre existe al menos una persona que no recibe ninguna
pelota.

Usando induccién, demostraremos la siguiente proposiciéon P(n) sobre los nimeros natu-
rales mayores o iguales a 1:

P(n) = Cuando en el parque se paran 2n + 1 personas, existe una que no recibe ninguna
pelota.

Caso base: P(1)

Entre las tres personas, sean A y B las que estan separadas por la menor distancia y C'
la persona restante, es decir:

d(A,B) < d(A,C) y d(A,B)<d(B,C).

Como consecuencia, A y B se lanzan la pelota mutuamente, y por lo tanto, C' no recibe
ninguna pelota.

Caso inductivo

Supongamos por hipdtesis inductiva que en un grupo de 2n + 1 personas siempre hay
alguien que no recibe ninguna pelota. Queremos demostrar que lo mismo ocurre para 2n + 3
personas.

Sean A y B las personas que estan separadas por la menor distancia. Como en el caso
base, A y B se lanzan la pelota mutuamente.

Ahora analizamos los siguientes casos:

= Si alguien mas le lanza su pelota a A o a B, entonces el médximo de pelotas recibidas
entre los restantes 2n + 1 participantes es 2n, y por tanto, al menos uno de ellos no
recibe ninguna pelota.

= Supongamos que la Unica pelota que recibe A es la de B, y viceversa. El resto del grupo
es de 2n + 1 personas, y todas las distancias entre ellas son distintas. Por hipdtesis
inductiva, alguien en este grupo no recibe ninguna pelota.
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Por lo tanto, la proposicién se mantiene para 2n + 3, y el principio de inducciéon nos
permite concluir que siempre habra una persona que no recibe ninguna pelota en cualquier
ndmero impar de participantes.

3.2.3. [Ejercicios propuestos

» Demuestre que si h > —1, entonces para todo entero no negativo n se tiene que 1+nh <
(14 h)™

= Demuestre que para todo entero positivo n se tiene que Z?:l % >2(vn+1-1).

= Sean aq,as, ..., a, numeros reales positivos. Probar que

3=

1
ﬁ(a1+a2+"'+an)2(a1a2"'an) :

3.3. Principio de Induccion Fuerte

En el caso inductivo, para probar P(n + 1) s6lo podemos emplear
P(n)
Sin embargo, muchas pruebas se simplifican significativamente si pudiésemos emplear

P(0) A P(1) A ... A P(n)

Este ultimo argumento de prueba es valido y se conoce como principio de induccion
fuerte.

Una propiedad vale para todos los nimeros naturales si:

Caso base: la propiedad vale para 0.

Caso inductivo: cualquiera sea el natural n, la propiedad vale para n+ 1 si vale para
todos los naturales menores o iguales a n.

Simbodlicamente,

P(0) AVn (P(O)AP(L)A...AP(n))—» Pn+1) — Vn. P(n)

3.3.1. Ejercicio: Descomposicion en Factores Primos

Pruebe por induccién fuerte que todo natural mayor que 1 puede escribirse como producto
(posiblemente unitario) de factores primos.



56 CAPITULO 3. INDUCCION MATEMATICA

Caso base: Trivial ya que 2 puede escribirse como el producto unitario 2.

Caso inductivo: Considere el natural n + 1 y asuma por hipétesis inductiva que to-
do natural en el intervalo [2,n] puede escribirse como producto de factores primos. Ahora
analicemos si n + 1 es primo o compuesto.

= Sin+ 1 es primo, la propiedad es trivial.

= Si n+ 1 es compuesto, entonces existen naturales j, k en el intervalo [2,n] tales que
n+1 = j-k. Por hipétesis inductiva, j y k£ pueden escribirse como producto de factores
primos, y por lo tanto n 4+ 1 = j - k también.

Observacion: Para esta prueba usamos la variante del principio de induccién fuerte que
establece la propiedad respectiva a partir de 2 (no a partir de 0).

3.3.2. Ejercicio: Cortando Barras de Chocolate

Una barra de chocolate consiste en m x n cuadrados dis-
puestos en m filas y n columnas. Uno puede partir la barra
en cuadrados cortandola a lo largo de sus “lineas”. Asumiendo
que las lineas no se pueden cortar parcialmente, demuestre que
mn — 1 cortes alcanzan para obtener los mn cuadrados.

Haremos la demostracién por induccién fuerte sobre el
numero £k = mn de cuadrados de la barra de chocolate.

Caso base: Una barra de £ = 1 cuadrado trivialmente
puede ser cortada en cuadrados con 1 — 1 cortes.

Caso inductivo: Consideremos una barra de k41 cuadrados. Hagamos sobre la barra un
corte arbitrario. Este divide a la barra en dos subbarras de k; y ko cuadrados respectivamente,
donde k1 + ko =k + 1.

Por hipétesis de induccion estas dos barras pueden ser cortadas con
ki—1 v ky—1
cortes. Por tanto, la barra original (de k + 1 cuadrados) puede cortarse con:
1 4+ k—1+k—-—1=k+k—1
=k

cortes. Asi se demuestra que cualquier barra de chocolate de mn cuadrados puede ser
cortada en unidades utilizando exactamente mn — 1 cortes.

3.4. Comparando los dos principios de induccion

Los dos principios de induccién estudiados (el estandar—también llamado débil—y el
fuerte) son igualmente expresivos. Esto significa que una propiedad puede ser establecida
usando uno si y sélo si puede ser establecida usando el otro.
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Ambos principios permiten demostrar afirmaciones sobre los nimeros naturales, pero
en algunos casos el uso del principio de induccién fuerte simplifica considerablemente la
demostracién, ya que en lugar de depender solo de P(n) para demostrar P(n + 1), permite
utilizar todas las propiedades anteriores P(0), P(1), ..., P(n).

Ejercicio: Derive el principio de induccion fuerte a partir del principio de induccion
estdandar. Hint: Proceda por induccién.

3.4.1. Principio del Buen Orden

El principio del buen orden es un concepto fundamental en la teoria de ntimeros y es equi-
valente al principio de induccion. Nos dice que cualquier subconjunto no vacio de los niimeros
naturales tiene un elemento minimo. Esto significa que no existen secuencias infinitamente
decrecientes en los naturales.

Sea S un subconjunto no vacio de los niimeros naturales N. Entonces, existe un elemento
minimo m € S, es decir, un niimero m tal que para todo x € S, se cumple que m < x.

El principio del buen orden es la base légica de la induccién matematica, ya que podemos
utilizarlo para demostrar el principio de induccién estandar por reduccion al absurdo. La idea
detras de esta prueba es suponer que existe un nimero natural para el cual no se cumple
la propiedad que queremos demostrar, y mostrar que esto lleva a una contradiccién con el
principio del buen orden.

Ejercicio: Derive el principio de induccion estandar a partir del principio del buen orden.
Hint: Proceda por reduccién al absurdo.

Es maés, puede probarse que el principio de inducciéon débil, el principio de inducciéon
fuerte y el principio del buen orden resultan equivalentes. En otras palabras, si se asume
cualquiera de estos principios como cierto, se pueden demostrar los otros dos.

3.5. Introduccion a la Induccion Estructural

La induccién es una técnica poderosa utilizada para demostrar propiedades de estructu-
ras definidas recursivamente. Aunque la induccién matematica es 1til para propiedades de
los niimeros naturales, la induccion estructural extiende esta idea a conjuntos definidos
recursivamente.

A veces es dificil definir un objeto explicitamente, pero no lo es tanto si lo definimos
en términos de objetos de su mismo tipo. A este proceso lo llamamos recursién. Mediante
recursion, podemos definir secuencias, funciones y conjuntos, especificando un caso base y
reglas que permiten construir nuevos elementos a partir de los ya existentes.
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3.5.1. Definiciones Recursivas

Un objeto puede definirse recursivamente especificando:
= Caso base: Elementos iniciales del conjunto.

» Regla recursiva: Forma de construir nuevos elementos a partir de los ya defi-
nidos.

Ejemplo: Secuencia de Potencias de 2
= Caso base: ag = 1.

» Regla recursiva: a,1 = 2a,,.

Aplicando esta definicién recursiva, obtenemos los términos de la secuencia que generan las
potencias de 2: 1,2,4,8,16,32,....

La ventaja de definir una secuencia recursivamente es que no necesitamos conocer una
formula explicita general desde el principio. En muchos casos, esto facilita la comprensién y el
diseno de algoritmos que dependen de estructuras previas, como en el caso de la programacion
dindmica o la resoluciéon de problemas combinatorios.

3.5.2. Definiciéon Recursiva de Funciones
Factorial

Un ejemplo clésico de funcién definida recursivamente es el factorial. La funcién f(n) = n!
puede ser definida recursivamente como:

fO) =1, fln+1)=(n+1)f(n)

Ejercicio: Defina recursivamente la funciéon S(n) = >, _ ax.

Nuimeros de Fibonacci

Los nimeros de Fibonacci estan definidos por:

fO = 07 fl = 17
fn = fn—l + fn_Q, para n Z 2.

Ejemplo: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,. ..
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Ejercicio: Propiedad de Crecimiento de Fibonacci

1+v5
2

, entonces f, > a" 2.

Demuestre que para todon > 3, si a =

Demostraciéon por induccion:

Caso Base: Debemos demostrar el caso base tanto para n = 3 como para n = 4 (porque no
podemos demostrar que f; > o desde la hip6tesis inductiva).

Esto no es dificil puesto que:

1++5
2 )
34+v5
5

f3:2>Oé:

f4:3>a2:

Caso Inductivo: Considere un entero n+1 tal que n > 4. Por hipétesis inductiva, f; > /=2
para todo j € [3,n].

Dado que f,11 = fu + fn_1, se tiene:

for1>a" 2 +a" P =a"3(1+a).

Por tanto, para demostrar que f,,1 > " ! basta demostrar que:

(14+a) >’
Esto es facil, ya que:
3 5
(1+a)= +2\/_ =’

Asi, la desigualdad se cumple y la demostracién por inducciéon queda completada.

Ejercicio: Demuestre que para todo entero positivo n,

fofi+ fifoe+ -+ fon1fon = f22n’

3.5.3. Conjuntos Definidos Recursivamente

Los conjuntos también pueden definirse de manera recursiva, siguiendo una estructura
similar a la de las funciones. Un conjunto recursivamente definido se construye especificando
un conjunto base y una regla que permite generar nuevos elementos a partir de los que ya
estan en el conjunto.

La definicién recursiva de conjuntos sigue la estructura:

» Caso base: Elementos iniciales del conjunto.

= Regla recursiva: Forma de construir nuevos elementos.
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Definicién de X*

El conjunto de strings sobre un alfabeto 3:
= Caso base: La cadena vacia € pertenece a >*.

= Regla recursiva: Si w € ¥* y x € X, entonces wx € X*.

Este conjunto, denotado como X*, representa todas las posibles cadenas (incluyendo la
cadena vacia) que pueden formarse con los simbolos de X.

Definiciones Recursivas de Operaciones sobre Strings

Al igual que los conjuntos, las operaciones sobre strings pueden definirse de manera re-
cursiva. Definir operaciones de esta manera nos permite formalizar algoritmos y probar pro-
piedades sobre strings de manera estructurada.

Una de las operaciones mas importantes sobre strings es la concatenacion, que une dos
strings en un solo. La concatenacion de dos strings w; y ws se define recursivamente de la
siguiente manera:

Definicién de concatenacion

» Regla base: Si w € ¥*, entonces w - € = w (concatenar con la cadena vacia no
cambia la cadena original).

» Regla inductiva: Si wy,ws € ¥* y x € X, entonces wy - (wax) = (wy - wy)x
(concatenar un cardcter a una cadena es equivalente a concatenar primero el
prefijo y luego agregar el cardcter final).

Por ejemplo, si tenemos el alfabeto ¥ = {a,b} y las cadenas w; = ab, wy = ba, la
concatenacién wy - wy sigue:

Otra propiedad importante de los strings es su longitud. Podemos definir recursivamente
la funcién I(w), que calcula la longitud de un string w:

Definicién de longitud

» Regla base: [(¢) = 0.

» Regla inductiva: l(wz) = [(w) + 1, para z € ¥ (cada vez que agregamos un
caracter a la cadena, su longitud aumenta en uno).
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Por ejemplo, si w = ab:

l(e) =0,
l(a)=1(e)+1=1,
l(ab) = I(a) +1 = 2.

3.6. Induccion Estructural sobre Estructuras Recursi-
vas

La induccion estructural es un método para demostrar propiedades de conjuntos de-
finidos de manera recursiva. Dado que estos conjuntos estan construidos a partir de reglas
que generan nuevos elementos a partir de los anteriores, la induccién estructural nos permite
razonar sobre ellos en una forma natural y efectiva. La induccién estructural permite demos-
trar que una propiedad se cumple para todos los elementos del conjunto sin necesidad de
verificarlos uno por uno.

El método de induccion estructural sigue estos pasos:

= Caso base: Demostrar que la propiedad se cumple para cada caso base de la
definicién recursiva.

= Paso inductivo: Se asume que la propiedad es cierta para los elementos ya
definidos (hipdtesis inductiva) y se prueba que debe ser cierta para los nuevos
elementos generados por la regla recursiva.

3.6.1. Ejemplo: Longitud de Cadenas
Ejercicio: Demuestre que para todo par de strings wy, wo € ¥*, se cumple:

l(wlwg) = l(wl) + l(’wg)

Demostracion
Definimos la proposicién P(y) como:
l(xy) = l(z) +l(y) para cualquier z € ¥*.

Queremos probar que P(y) es cierta para todo y € ¥* usando induccién estructural.

Caso base: Si y = € (cadena vacia), entonces:
l(ze) =1U(z) =U(z) +0=1(z) + I(e).

Esto muestra que la propiedad se cumple para el caso base.
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Paso inductivo: Supongamos que la propiedad es cierta para una cadena w, es decir, que:
l(zw) = l(x) + l(w).

Ahora, consideremos una cadena extendida con un simbolo adicional a € ¥, es decir, wa.
Queremos demostrar que:
[(zwa) = l(x) + l(wa).

Por la definicién recursiva de la longitud de un string, sabemos que:
l(wa) = l(w) + 1.
Aplicando la hipotesis inductiva:
l(zwa) = l(zw) + 1
(I(x) + l(w)) + 1

l(z)+ (l(w) + 1)
= l(z) + l(wa).

Dado que hemos demostrado que la propiedad se mantiene en el caso base y en el paso
inductivo, por el principio de induccién estructural, concluimos que la propiedad es cierta
para toda cadena y € X*.

3.6.2. Definicion Recursiva de Arboles Binarios
Arbol Binario

Un arbol binario completo se define como:
s Caso base: Un arbol con un unico nodo raiz r.

= Regla recursiva: Si T} y T5 son arboles binarios completos, entonces T' = T7 - T5
es un arbol binario completo que consiste de una raiz r junto con arcos que unen
a r con la raiz del sub-arbol izquierdo 77 y con la raiz del sub-arbol derecho T5.

Ejercicio: Niimero de Vértices en un Arbol Binario

Defina recursivamente la funcién n(7") que entrega el nimero de vértices de un arbol
binario 7.

Solucion:

» Caso base: Si T esta formado sélo por una raiz r, entonces n(7") = 1.

= Regla inductiva: Si T} y 715 son arboles binarios completos, entonces el arbol binario
completo T' =T - T, tiene:

n(T) =14 n(Ty) + n(Ty).
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Ejercicio: Altura de un Arbol Binario

Defina la funcién h(T') que entrega la distancia méxima entre la raiz de un érbol binario
T y una de sus hojas.

Solucion:

» Caso base: Si T estd formado sélo por una raiz r, entonces h(7') = 0.

» Regla inductiva: Si T} y 75 son arboles binarios completos, entonces el arbol binario
completo T' = T; - Ty tiene:

h(T) = 1 + méx(h(Th), h(Ty)).

Ejercicio: Relacién entre n(7T) y h(T)
Demuestre que para todo arbol binario completo 7', se cumple que:

n(T) < 2MD+ 1,

Demostracion por Induccién Estructural:

Caso base: Si T estd formado sélo por una raiz r, entonces n(7) = 1y h(T') = 0, por lo

que:
n(T)=1<2" —1=1.

Paso inductivo: Supongamos que la propiedad se cumple para los subarboles T} y T5,

es decir,
n(Ty) < 2MT+L 1 p(Ty) < 20T+

Utilizando la hipétesis inductiva:
n(T) =14 n(Ty) + n(Ts)
<14 (2MIHL 1) 4 (2T 1) por HLL

< 2 max(2hIVF hT)+) _ 1 guma es como méx 2 veces el mayor

—92. Qma;r(h(Tl),h(Tg))—i—l -1 max(?x, 2y> _ 2ma1’(ac,y)

=2.2MD*F 1 por def. de h(T)
— 2h(T)+l -1

Por lo tanto, la propiedad se cumple para todo arbol binario completo T', completando la
demostracion.
3.6.3. Ejercicios Propuestos:

» Definir recursivamente la funcién rev(w) que invierte un string en ¥*, y demostrar por
induccién estructural que rev(zy) = rev(y)rev(x) para todo x,y € X*.
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» Sea A el conjunto definido recursivamente por: (i) e € A; (ii) si w € A entonces
awa € A, para a € ¥. Demostrar que toda cadena en A tiene longitud par.

= Definir recursivamente la funcién que cuenta el nimero de hojas en un arbol binario
completo.

= Probar por induccién estructural que el nimero de hojas en un arbol binario completo
de altura h es exactamente 2".

= Demostrar que en un arbol binario completo con n nodos internos, hay exactamente
n + 1 hojas.

= Probar que la altura de un arbol binario completo con n nodos es al menos log,(n+1)—1.

3.7. Ejercicios Resueltos

3.7.1. Ejercicio: Propiedad de la reversa de strings

Definir recursivamente la funcién rev(w) que invierte un string w € ¥*. Luego, demostrar
por induccién estructural que:

rev(zy) = rev(y)rev(z)

para todo =,y € X*.

Definicién recursiva de rev(w):

» Caso base: rev(e) =€

» Paso recursivo: Si w € ¥* y a € 3, entonces rev(wa) = a - rev(w)

Demostracién: Fijamos un string z € ¥*. Demostraremos por induccién estructural
sobre y que:
rev(zy) = rev(y) - rev(x)

Caso base: y = ¢

rev(ze) = rev(z) = € - rev(x) = rev(e) - rev(x)

Paso inductivo: Supongamos que rev(zw) = rev(w)rev(z) para una cadena w € X*.
Queremos demostrar que también se cumple para wa, donde a € X.

rev(zwa) = a - rev(zw)
= a - (rev(w)rev(x))
= (a-rev(w)) - rev(x)

= rev(wa) - rev(x)

Por lo tanto, se cumple la propiedad para todo y € ¥*.
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3.7.2. Ejercicio: Longitud par en un conjunto definido recursiva-
mente

Sea el conjunto A definido por:

» Caso base: ec A

= Paso recursivo: Si w € Ay a € ¥, entonces awa € A

Demostrar que toda cadena en A tiene longitud par.
Demostracion por induccién estructural:
Caso base: ¢ € A, y su longitud es 0, que es par.

Paso inductivo: Supongamos que |w| es par. Entonces |awa| = |w| 4+ 2. Como |w]| es
par, |w| = 2k para algin k, por lo tanto:

lawa| =2k +2 =2(k + 1)

que es par.

Por lo tanto, toda cadena en A tiene longitud par.
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Capitulo 4

Relaciones

4.1. Definicién de relaciones

4.1.1. ;Qué es una relacién?

En matematicas, una de las formas mas naturales de establecer conexiones entre elementos
de distintos conjuntos es a través de las relaciones.

En ciencias de la computacién, las relaciones juegan un rol fundamental en multiples
contextos. Permiten modelar datos y sus vinculos, como en bases de datos relacionales; re-
presentan estructuras como grafos en algoritmos y redes; y son esenciales para describir
transiciones de estado, dependencias, ordenamientos y equivalencias. Comprender las propie-
dades de las relaciones permite, por ejemplo, optimizar consultas en SQL, verificar invariantes
en programas o formalizar sistemas l6gicos complejos.

Una relaciéon binaria entre dos conjuntos A y B es un subconjunto del producto
cartesiano A x B. Es decir, es un conjunto de pares ordenados (a,b) donde a € Ay
be B.

Notacion. Si R C A x B, entonces decimos que los elementos ag € Ay by € B estan
relacionados por R si (ag, by) € R. Esto lo denotamos como:

aoRbo.

Si no estan relacionados, usamos:

Qo R bg (6] ((lo,bo) ¢ R

68
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Ejemplo: Relacién de divisibilidad.

Consideremos los conjuntos N (naturales) y Ny (naturales con cero). Podemos definir la
relacion de divisibilidad como:

|= {(a,k-a)|aeN, ke Ny}
Otra forma equivalente de definirla:

alb < JkeNytal queb=k-a.

Ejemplo: Base de datos relacional.

En una base de datos relacional, una relacion puede modelar la asignacién de estudiantes
a cursos como un subconjunto del producto cartesiano entre el conjunto de estudiantes E y
el conjunto de cursos C. Por ejemplo, si (e, ¢) € R indica que el estudiante e estd inscrito en
el curso c.

4.1.2. Representacion de relaciones

Cuando los conjuntos involucrados son finitos, podemos representar graficamente una
relacion como un grafo dirigido. Una flecha desde a € A hacia b € B indica que a Rb.

Figura 4.1: En esta ilustracion, los nodos del lado izquierdo representan elementos de un
conjunto A, los del lado derecho a un conjunto B, y las flechas indican los pares relacionados
en R C A x B.

{Cuantas relaciones existen entre dos conjuntos finitos A y B?

Si A tiene m elementos y B tiene n, entonces el conjunto A x B tiene m - n elementos.
Por lo tanto, existen 2" relaciones distintas entre A y B.

Esto muestro como una definicién tan simple como “subconjunto del producto cartesiano”
puede esconder una riqueza combinatoria enorme. Incluso con conjuntos pequenos, la can-
tidad de posibles relaciones crece exponencialmente. Esto tiene consecuencias profundas en
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ciencias de la computacion. Por ejemplo, en bases de datos, cada relacién representa una
tabla posible; entender su espacio total ayuda a evaluar restricciones, integridad referencial
y optimizacion.

4.1.3. Relaciones sobre un conjunto

En el caso particular en que una relacion R relaciona elementos de un conjunto consigo
mismo, es decir, R C A x A, decimos que R es una relacién sobre el conjunto A.
Ejemplos.

» R={(a,b)|a<b} sobre N.
» R={(a,b) | a+b<3} también sobre N.

4.1.4. Propiedades de las relaciones

Al estudiar relaciones sobre un conjunto A, es comun interesarse por ciertas propieda-
des estructurales que éstas pueden tener. De hecho, cada una de estas propiedades ya las
expresamos usando logica de predicados.

Sea R C A x A una relacién sobre A. Decimos que:
» R es reflexiva si (a,a) € R para todo a € A.
» R es simétrica si (a,b) € R implica (b,a) € R.
» R es antisimétrica si (a,b) € Ry (b,a) € R implica a = b.

» R es transitiva si (a,b) € Ry (b,¢) € R implica (a,c) € R.

Ejemplo: Sobre el conjunto de enteros Z:
» Ry ={(a,b) | a <b} es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
» Ry ={(a,b) | a|b} también cumple las tres propiedades anteriores.

» Ry ={(a,b) | a+b<3} essimétrica, pero no transitiva ni reflexiva.

4.2. Relaciones de orden

Las relaciones de orden nos permiten capturar de manera formal la nocién de jerarquia,
precedencia o comparacién entre elementos. Son fundamentales para modelar estructuras co-
mo cronogramas de tareas, jerarquias de clases, arboles de decision, relaciones de dependencia
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en grafos y muchas otras situaciones donde ciertos elementos estan ”por encima.° .2ntes” que
otros.

Una relacién R C A x A se llama:
= Orden parcial si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

» Orden total si ademés, para todo a,b € A, se cumple que (a,b) € Ro (b,a) € R.

Ejemplo.

= La relacién < sobre N es un orden total.

» La inclusiéon C sobre 2° es un orden parcial, pero no total si S # 0.

4.3. Relaciones de equivalencia

Las relaciones de equivalencia permiten formalizar la idea de que dos elementos son esen-
cialmente “lo mismo” bajo cierto criterio. Estas relaciones son centrales para definir parti-
ciones de conjuntos, clases de objetos indistinguibles y estructuras algebraicas como clases
de congruencia, espacios cociente o tipos abstractos de datos.

En ciencias de la computacion, se usan para identificar elementos equivalentes en op-
timizacién de cédigo, hashing, agrupamiento de datos y en la definicién de seménticas de
programas (por ejemplo, dos expresiones que se evalian igual en todo contexto son conside-
radas equivalentes).

Una relaciéon R sobre un conjunto A es una relacion de equivalencia si es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Ejemplo: congruencia médulo p. Parap>2ya,beZ,
a=,b < plla—0b)

es una relacion de equivalencia.

4.3.1. Clases de equivalencia

Una de las consecuencias mas interesantes de tener una relacién de equivalencia es que
nos permite agrupar los elementos del conjunto en subconjuntos disjuntos llamados clases
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Tipo de relacién Reflexiva | Simétrica | Antisimétrica | Transitiva | Ejemplo
Relacién de equivalencia v v - v Congruencia médulo n
Orden parcial v - v v C, <enN
Orden total v — v v <enZ

Tabla 4.1: Relacion entre propiedades y tipos de relaciones comunes

de equivalencia. Cada clase estd formada por todos los elementos que son equivalentes
entre si respecto a la relacién R. Esta idea permite clasificar elementos segin algin criterio
de equivalencia y es muy t1til tanto en matematicas como en ciencias de la computacion, por
ejemplo, al agrupar datos, detectar redundancias o definir estados equivalentes en autéomatas.

Dada una relaciéon de equivalencia R sobre un conjunto A y un elemento a € A, la
clase de equivalencia de a, denotada [a|g, es:

[alr = {b€ Al (a,b) € R}

Ejemplo: médulo 3.

—

0=, = {...,—6,-3,0,3,6,...}
oy = {.., =5, —2,1,4,7,..}
o —4,-1,2,5,8,..}

—_

Si R es una relacién de equivalencia sobre A, entonces para cualquier a,b € A se
cumple:

@b eR o [da=[lr < [aan[blr#0

Demostracion. Demostremos las implicaciones una por una:

(1 = 2) Supongamos que (a,b) € R. Queremos probar que [a]gr = [b]g. Sea x € [a]g, es decir,
(a,x) € R. Como (a,b) € Ry R es simétrica y transitiva, se sigue que (b,z) € R, por
lo tanto x € [b]g, v asi [a]g C [b]g. Andlogamente, (b, a) € R (por simetria), y el mismo
argumento muestra que [b|r C [a]r. Entonces [a]r = [b]g.

(2 = 3) Supongamos que [a]g = [b]r. Entonces tienen al menos un elemento en comin (por
ejemplo a € [a]g), por lo tanto [a]g N [b]r # 0.

(3 = 1) Supongamos que [a]g N [b]r # 0. Entonces existe x € A tal que (a,x) € Ry (b,z) € R.
Como R es simétrica, (z,b) € Ry luego por transitividad, (a,b) € R.

Por lo tanto, todas las implicaciones se cumplen y las tres condiciones son equivalentes. [
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4.4. Relaciones de equivalencia y particiones

Vimos cémo una relacién de equivalencia nos permite agrupar los elementos de un con-
junto en clases de equivalencia, donde todos los elementos de una clase estan relacionados
entre si. Esta estructura naturalmente nos lleva a la nocién de particién, que es una forma
de dividir un conjunto en subconjuntos que no se superponen y que cubren completamente
al conjunto original.

Las clases de equivalencia inducidas por una relacién de equivalencia forman una particion
del conjunto. Inversamente, toda particion de un conjunto define una relacién de equivalencia
entre elementos.

Una particion de un conjunto A es una coleccién de subconjuntos no vacios, disjuntos
dos a dos, cuya unién es A.

Figura 4.2: En esta ilustracion, el conjunto A estd dividido en tres subconjuntos disjuntos
Ay, As v Az, que juntos forman una particiéon de A. Cada elemento del conjunto A pertenece
a uno y solo uno de los subconjuntos.

Ejemplo.

» {{2},{1,3,4,5,...}} es una particién de N.

» {pares, impares} también lo es.

Si R es una relacion de equivalencia sobre A, entonces:

{[alr | a € A}

es una particién de A. Esta coleccién se llama conjunto cociente, denotado A/g.
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Demostracion. Sea R una relacion de equivalencia sobre A. Debemos probar que el conjunto
de clases de equivalencia {[a]r | @ € A} cumple con las tres condiciones de una particién:

» No vacias: Por reflexividad, todo a € A pertenece a su propia clase [a|g, ya que
(a,a) € R. Por lo tanto, cada clase [a]r contiene al menos un elemento.

» Disjuntas dos a dos: [a]g N [b]g # 0 < [a]g = [b]g. Por lo tanto, dos clases de
equivalencia o son idénticas o son disjuntas.

» Cubren A: Para todo a € A, a € [a]g por reflexividad. Entonces cada elemento
pertenece a alguna clase.

Por lo tanto, {[a]r | a € A} es una particién de A. O

Ejemplo. Dado la relacién de congruencia moédulo 3, la siguiente es una particion de Z:

Z/E3 = {[0]537 [11537 [2]53}

Dada una particién {A;|i € I} de un conjunto A, existe una relacién de equivalencia
R sobre A cuyas clases de equivalencia son precisamente los conjuntos A;.

Demostracion. Definamos una relacién R sobre A de la siguiente manera: para z,y € A,
decimos que (z,y) € R siy sélo si existen i € [ tal que z € A; y y € A;, es decir, si x y y
pertenecen al mismo conjunto de la particion.

Vamos a demostrar que R es una relacién de equivalencia:

» Reflexiva: Como = € A; para algun i, se tiene que (z,x) € R porque z y = pertenecen
al mismo conjunto.

» Simétrica: Si (x,y) € R, entonces z,y € A; para algin i, por lo tanto también
(y.x) € R.

» Transitiva: Si (z,y) € Ry (y,2) € R, entonces =,y € A; y y,z € A; para algunos
1,7 € I. Pero como y pertenece a ambos y los A; son disjuntos dos a dos, se deduce que
i =7,y porlo tanto z,z € A;, asi que (x,z) € R.

Asi, R es una relacién de equivalencia y sus clases de equivalencia son exactamente los
conjuntos A;. m
4.4.1. Relaciones n-arias

Hasta ahora nos hemos centrado en las relaciones binarias, es decir, aquellas que vinculan
pares de elementos. Sin embargo, en muchas aplicaciones necesitamos expresar relaciones



entre tres o mas elementos. Esto nos lleva al concepto de relaciones n-arias, que generalizan
la nocién de relacién binaria a tuplas de longitud arbitraria.

Estas relaciones aparecen frecuentemente en bases de datos relacionales (donde una tabla
puede tener multiples columnas) y en especificaciones légicas de sistemas (como restricciones
que involucran varios objetos).

Una relacion n-aria sobre un conjunto A es un subconjunto de A" = Ax Ax---x A
(n veces).

Ejemplos.

» La propiedad de ser primo es una relaciéon unaria sobre N.

» La suma puede verse como una relacién ternaria: (a,b,c) € N3 tal que a + b = c.

= En una base de datos, una tabla con atributos (ID, nombre, curso) puede verse como
una relacion ternaria entre personas y cursos.

= En programaciéon légica, una relacion cuaternaria puede expresar que un algoritmo
transforma una entrada y un estado inicial en una salida y un nuevo estado.

{Cuantas relaciones n-arias hay sobre un conjunto finito A?

Primero observemos que una relacién n-aria sobre A es simplemente un subconjunto del
conjunto de todas las n-uplas posibles de elementos de A, es decir, de A™. Si el conjunto A
tiene k elementos (es decir, |A| = k), entonces, para cada elementos se puede decidir si esta
o no en la relacién, el nimero total de relaciones n-arias posibles sobre A es: 2F"

75
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Capitulo 5

Funciones

5.1. Operaciones sobre Relaciones

En esta seccién abordaremos cémo se pueden manipular las relaciones mediante ope-
raciones, algunas heredadas de la teoria de conjuntos y otras especificas de las relaciones.
Esto permite construir relaciones mas complejas a partir de otras mas simples, analizar sus
propiedades y establecer conexiones entre distintas estructuras.

5.1.1. Operaciones Clasicas: Unién, Interseccién y Diferencia

Dado que una relaciéon R sobre un conjunto A es un subconjunto de A x A, podemos
aplicar las operaciones usuales de conjuntos para combinarlas:

» Unién: RU R’ contiene todos los pares que pertenecen a R, a R’ o a ambos.
» Interseccién: RN R’ contiene solo los pares comunes a ambas relaciones.

» Diferencia: R\ R’ contiene los pares que estan en R pero no en R'.

Estas operaciones nos permiten combinar o contrastar relaciones distintas, como por
ejemplo, intersectar relaciones de amistad y colaboracion en redes sociales.
5.1.2. Operaciones Especificas sobre Relaciones

Ademas de las operaciones anteriores, existen operaciones especificas para relaciones:

» Inversién: La relacién inversa de R se denota R™! y consiste en invertir el orden de

todos los pares: R™' = {(b,a) | (a,b) € R}.
» Composicién: Dadas dos relaciones R C A x By R’ C B x C, su composicién es:
R'o R ={(a,c) | 3b.(a,b) € RA(b,c) € R'}.

Esta operacion se interpreta como ‘“relacién indirecta” a través de un intermediario.
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= Potencia: Si R es una relacién sobre un conjunto A, definimos inductivamente:

R'=R, R""'=R"0R.

SoR

Figura 5.1: Composicién de relaciones. Las flechas azules representan la relaciéon R C Ax By
las rojas la relacion S C B x C'. La composicion SoR C A x C se indica con flechas punteadas
moradas, que conectan elementos de A con C' cuando existe un elemento intermedio en B
que los vincula a través de Ry S.

Ejercicios resueltos

1. Transitividad y potencias:

Demostrar que R es transitiva si y solo si R" C R para todo n > 1.
(=) Supongamos que R es transitiva. Usamos induccién sobre n:
Caso base: n = 1. Claramente R' = R C R.

Paso inductivo: Supongamos que R* C R. Entonces:

RM'=RFoORCRoRCR

por transitividad. Asi, por inducciéon, R” C R para todo n > 1.
(<) Supongamos que R"™ C R para todo n > 1. En particular, R?> C R implica que
(a,b) € Ry (b,c) € Rlleva a (a,c) € R* C R, es decir, R es transitiva.

2. Simetria:

Demostrar que R es simétrica si y solo si R = R™L.

(=) Si R es simétrica, entonces (a,b) € R implica (b,a) € R, por lo tanto R C R~y
también R~ C R, ya que si (a,b) € R~! entonces (b,a) € R y por simetria (a,b) € R.
Asi, R= R 1.

(<) Si R = R™!, entonces todo (a,b) € R satisface que (b,a) € R, lo cual es precisa-
mente la definicién de simetria.
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3. Potencias de relacion simétrica:

Sea R simétrica. Demostrar que R" es simétrica para todo n > 1.

Demostramos por induccién sobre n que R™ es simétrica.

Caso base: n = 1. R' = R es simétrica por hipétesis.

Paso inductivo: Supongamos que R* es simétrica. Consideremos R**' = R* o R. To-
memos (a,c) € RF1 entonces existe b tal que (a,b) € RF y (b,¢) € R. Por hipétesis,
(b,a) € RF y (c,b) € R. Entonces (c,a) € R*1| y se concluye que R*"! también es
simétrica.

Asi, R" es simétrica para todo n > 1.

5.2. Clausuras

Una clausura de una relacion consiste en extenderla para que satisfaga una propiedad
deseada (reflexividad, simetria o transitividad), agregando la menor cantidad posible de pares.

Dada una relacién R sobre un conjunto A, su clausura reflexiva/simétrica/transitiva
es la menor relacién (en términos de inclusién) que contiene a R y que es reflexi-
va/simétrica/transitiva, respectivamente.

5.2.1. Clausura Reflexiva

Se obtiene agregando todos los pares (a,a) para cada a € A que no estaban ya en R.

La clausura reflexiva de la relacién < sobre N es <.

5.2.2. Clausura Simétrica

Para obtener la clausura simétrica de una relacién R, se agregan todos los pares (b, a)
tales que (a,b) € R pero (b,a) & R.

La clausura simétrica de R = {(a,b) | a > b} es RUR™ = {(a,b) | a # b}.
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5.2.3. Clausura Transitiva

La clausura transitiva de R incluye todos los pares que se pueden alcanzar transitivamente:
o
Rt =|JR"
n=1

La clausura reflexiva-transitiva se denota R* = Rt U {(a,a) | a € A}.

La clausura transitiva de la relacién “sucesor” en N es la relacion de orden >.

Sea R una relacién sobre un conjunto finito A con |A| = n. Demuestre que:

Rt = |J R.

1<i<n

Demostracién. La clausura transitiva RT contiene todos los pares (a,b) tales que existe un
camino desde a hasta b siguiendo pasos de la relacién R.

En un conjunto finito con n elementos, cualquier secuencia de pasos que conecta dos
elementos no necesita tener mas de n pasos: si un camino tiene mas de n nodos, entonces
alguno se repite (por el principio del palomar que veremos en la préxima clase), y el camino
puede acortarse eliminando ciclos.

Por lo tanto, para encontrar todos los pares conectados transitivamente, basta con consi-
derar composiciones de R hasta longitud n. O

Se repite el nodo aq: el camino contiene un ciclo

Figura: Un camino de mas de n pasos en un conjunto de n elementos debe repetir nodos.
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Ejemplo: Clausura transitiva en planificacién de tareas

Supongamos que tenemos un conjunto de tareas A = {A,B,C,D} en un proyecto. La
relacion R C A x A indica dependencias directas: si (z,y) € R, entonces la tarea x
debe completarse antes de comenzar la tarea y.

Sean las dependencias directas:

R={(A,B),(B,C),(C,D)}
Objetivo: Calcular la clausura transitiva R*, que representa todas las tareas que

deben realizarse antes de otra, directa o indirectamente.
Célculo de R™':

R'=R= {(Aa B)7 (B’ C)’ (C’ D)}
R’ = {(A> C)> (B7D)}
R®={(A,D)}

R = RUR*UR? = {(A,B), (B, C),(C,D), (A, C),(B,D), (A,D)}

Representacion grafica:

Azul: dependencias directas. Rojo punteado: dependencias inferidas transitivamente.

5.3. Funciones

Una funcién f : A — B es una relacion que a cada elemento a € A le asigna un inico
elemento b € B. Se denota f(a) = b.

Dado a € A escribimos f(a) para denotar al unico b € B tal que (a,b) € f. En este caso
decimos que b es la imagen de a (0 que a es una preimagen de b).

El conjunto A se llama dominio y el conjunto {b € B | Ja € A, f(a) = b} se llama rango.
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5.3.1. Clasificacion de funciones

» Inyectiva (uno a uno): Si a; # ay implica f(ay) # f(az).
» Sobreyectiva (sobre): Si todo b € B tiene una preimagen en A.

= Biyectiva: Si es inyectiva y sobreyectiva.

La funcién f: Ny — Ny dada por f(n) = 2n es inyectiva pero no sobreyectiva.
La funcién f : Ny — Ny dada por f(0) =1, f(n) =n — 1 para n > 0, es sobreyectiva
pero no inyectiva.

5.3.2. Operaciones con funciones

» Composicién: Dados f: A— By g: B — C, sedefine go f: A— C por g(f(a)).

» Inversa: Si f es biyectiva, entonces existe f~': B — A tal que f~!(f(a)) = a.

Ejercicio Propuesto

Demuestre que si f y g son inyectivas (resp. sobreyectivas), entonces g o f también lo
es.

5.4. Crecimiento de Funciones

Para comparar el comportamiento asintético de funciones, usamos la notacion O:

Dadas funciones f y g, decimos que f(x) es O(g(x)) si existen constantes ¢, k > 0 tales
que:
f@) < e glz), Vo> k.

Ejercicios Propuestos

» Demuestre que f(z) = 2% + 22 + 1 es O(a?).

» Demuestre que todo polinomio de grado n con coeficientes reales es O(x™).
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5.4.1. Composiciéon de funciones en términos de O

Si fi =0(g1(z)) y fa = O(g2(x)), entonces:
= f1(2) + fo(2) = O(mdx{g:(x), ga(2)})-
= fi(@) - fal) = O(g1(2) - ga())-

Demostracion. Por hipdtesis, existen constantes positivas ¢, ki tales que
filz) <e-gi(z), Vo >k,
y constantes co, ko tales que

fa(z) < co-go(z), Vo> ko

Sea k = max{ki, k2}. Entonces para todo x > k, ambas desigualdades se cumplen.

1. Suma:
fi(@) + f2(z) < c191(2) + c292(2) < (1 + ¢2) - mdx{gi(2), g2(2) }-

Por lo tanto, fi(z) + fa(z) = O(méx{gi(z), g2(2)}).
2. Producto:

fi(x) - fo(x) < (e101(2)) - (c292(2)) = (€162) - g2() g2 ()-

Por lo tanto, f(z) - fo(x) = O(g1() - ga()). O

Ejercicios Propuestos

» Demuestre que (z + 1)log(z? + 1) + 322 es O(z?).
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5.5. Principios de Conteo

En muchos contextos cotidianos, nos enfrentamos a situaciones en las que debemos contar
posibilidades: ;jcudntas combinaciones de ingredientes puede tener un sandwich? ;cudntas
claves distintas puede tener un sistema? ;de cuantas maneras puedo organizar un grupo de
estudiantes?

A este tipo de preguntas responde la combinatoria, una rama de la matematica dedicada
al estudio de métodos sistematicos de conteo. En general, busca responder preguntas del tipo:

s ; De cudntas maneras se puede llevar a cabo un procedimiento dado?

» ; Cudntas configuraciones distintas admite una estructura bajo ciertas restricciones?

5.5.1. Principios de conteo basico
Para abordar problemas de conteo, existen dos principios fundamentales: la regla del

producto y la regla de la suma. Ambas nos permiten descomponer problemas complejos
en pasos mas simples y sistematicos.

Regla del Producto

La regla del producto se utiliza cuando una tarea se puede descomponer en multiples
tareas secuenciales (independientes).

Si un procedimiento puede ser dividido en una secuencia de m tareas 171, ..., T,,, y cada
tarea T; puede ser realizada de n; maneras, sin importar cémo se han realizado las tareas
anteriores, entonces el procedimiento puede ser realizado de nins - - - n,, maneras.

Esta regla refleja lo que hacemos al tomar decisiones sucesivas, cada una con varias
opciones. Por ejemplo, si queremos formar un cédigo con una letra seguida de un nimero, y
hay 26 letras y 10 nimeros posibles, entonces hay 26 - 10 = 260 combinaciones posibles.

Importante: Para que la regla del producto sea valida, es indispensable que cada etapa
pueda ser realizada de n; maneras independientemente de como se realizaron las tareas
anteriores. Es decir, la eleccién en una etapa no debe restringir o afectar las posibilidades en
las siguientes.
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Regla de la Suma

Si que una tarea puede realizarse de n; o de ns . ..o de n,, maneras, donde ninguna de
las n; maneras coincide con alguna de las n; maneras (para ¢ # j en 1...m). Entonces
la tarea puede realizarse de ny + ny + - - - + n,, maneras.

Esta regla corresponde a una eleccion entre alternativas mutuamente excluyentes. Es
importante que los casos no se superpongan para evitar contar dos veces.

5.5.2. Aplicaciones de la Regla del Producto

Uno de los usos mas inmediatos de esta regla es el conteo de permutaciones.

Permutaciones de n elementos:

Al ordenar una lista de n objetos distintos, el primer lugar puede ser ocupado por
cualquiera de los n elementos, el segundo por cualquiera de los n — 1 restantes, y asi

sucesivamente. Entonces:
nl=n-(n—1)---1.

Cantidad de funciones:

. Cuantas funciones existen desde A = {ay,...,a,} hacia B = {by,...,by}7
Para cada elemento a; de A, podemos elegir libremente una imagen en B, es decir, hay
m opciones. Como hay n elementos en A, aplicamos la regla del producto:

Total de funciones = m”.

Cantidad de subconjuntos:

Para cada elemento de un conjunto de n elementos, podemos decidir si estd o no en
un subconjunto. Esta es una decision binaria independiente por cada elemento, por lo
tanto:

2" subconjuntos en total.

5.5.3. Forma Alternativa de la Regla del Producto

La regla del producto también puede verse como una propiedad de los productos carte-
sianos, lo que permite extender su aplicacién desde procedimientos secuenciales hasta estruc-
turas matematicas méas abstractas.
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Dado m conjuntos finitos Ay, ..., A,:

Ay X Ay X -+ X Ap| = [A1] - |As] -+ [ Am].

Para conectar esta formulacion de la regla del producto con la definicién original basada en
tareas, debemos interpretar a cada conjunto A; como el conjunto de maneras de realizar
la tarea T;. Asi, el producto cartesiano A; x --- x A, representa todas las combinaciones
posibles de realizar las tareas 77 hasta T,,, y su cardinalidad corresponde exactamente al
nuimero total de procedimientos posibles.

5.5.4. Aplicaciones de la Regla de la Suma

Ejemplo:

. Cuantos ntimeros de tres cifras comienzan con 3 o con 47
Los ntmeros de tres cifras que comienzan con 3 son 100 en total, y lo mismo los que
comienzan con 4. Como no hay solapamiento entre ambos grupos:

Total = 100 + 100 = 200.

Ejemplo: Subcomités de senadores

Supongamos que hay n senadores en un comité y queremos contar cuantos subcomités
distintos pueden formarse.

Podemos tener subcomités de tamafio 0 (ningiin miembro) hasta tamano n (todos los
senadores). La cantidad de subcomités de tamano k estd dada por:

(1)

Por la regla de la suma, el niimero total de subcomités posibles es:

(0) () ()=

Esto coincide con el ntimero total de subconjuntos del conjunto de senadores. Cada
subconjunto representa un subcomité posible, lo cual establece una conexiéon directa
entre la teoria de conjuntos y la combinatoria.

Observaciéon: También podriamos haber aplicado la regla del producto. Cada senador
tiene dos opciones: o bien pertenece al subcomité o no. Por lo tanto, hay 2-2-----2 = 27
maneras de tomar esa decision para todos, lo que nuevamente nos da 2™ subcomités
posibles.
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5.5.5. Forma Alternativa de la Regla de la Suma

Una manera de entender la regla de la suma es a través de conjuntos disjuntos. En lugar de
pensar en tareas o casos, podemos considerar colecciones de elementos que no se superponen.

Forma alternativa de la regla de la suma

Si Ay, Ay, ..., Ay, es una coleccién de conjuntos finitos y disjuntos dos a dos (4;NA; = ()
para i # j), entonces

|AjUAs U...UA,| == |A1]+ |42+ +|An]

Esta formulacién es equivalente a la regla de la suma que ya discutimos, pero expresada
en términos de conjuntos. Asi como antes sumabamos la cantidad de maneras de realizar
tareas disjuntas, ahora sumamos la cantidad de elementos de conjuntos disjuntos.

La regla de la suma solo aplica directamente si los casos son disjuntos. Si pueden
solaparse, necesitamos una correcciéon: el principio de inclusion-exclusién.

5.6. Principio de Inclusion-Exclusion

Sean A y B conjuntos finitos:

|AU B| = |A| +|B| —|AN B|.

Este principio corrige la doble contabilidad de los elementos comunes al sumar |A| + | B].
Luego generalizaremos el principio de inclusién-exclusion para mas de dos conjuntos.
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5.6.1. Aplicaciones del Principio de Inclusién-Exclusién

Ejemplo: ;Cuantos niimeros de tres digitos comienzan con 3 o terminan en

47

Sea A el conjunto de niimeros de tres digitos que comienzan con 3, y B el conjunto de
numeros de tres digitos que terminan en 4.

» Hay 100 nimeros que comienzan con 3: desde 300 hasta 399. Entonces |A| = 100.

= Hay 90 nimeros que terminan en 4: desde 104 hasta 994, en pasos de 10 (por
ejemplo: 104, 114, ..., 994). Entonces | B| = 90.

= Hay 10 nimeros que comienzan con 3 y terminan en 4: 304, 314, 324, ..., 394.
Entonces |AN B| = 10.

Aplicando el principio de inclusién-exclusién:
|AU B| =|A| + |B| — |An B| = 100 + 90 — 10 = 180.

Por lo tanto, hay 180 ntimeros de tres digitos que comienzan con 3 o terminan en 4.

Ejemplo: ;Cuantos nimeros entre 1 y 100 no son multiplos de 3 ni de 57

Sea U el conjunto de nimeros del 1 al 100. Queremos contar los que no pertenecen al
conjunto de multiplos de 3 ni de 5.

= Hay |1°| = 33 multiplos de 3.
= Hay ng—OJ = 20 multiplos de 5.
= Hay \_110—0J = 6 maultiplos de 3 y 5, es decir, multiplos de 15.

Entonces el nimero total de multiplos de 3 0 5 es:
|JAUB| =33+20—6=4T7.
Por lo tanto, el nimero de enteros entre 1 y 100 que no son miltiplos de 3 ni de 5 es:

U\ (AU B)| = 100 — 47 = 53,

Extensién a tres conjuntos

Demostremos usando el principio de inclusion-exclusion para dos conjuntos, la siguiente
extensiéon a tres conjuntos:

|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—-|ANB|-|ANC|—=|BNC|+|ANBNC]|
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Demostraciéon. Llamemos D = AU B. Entonces podemos aplicar el principio de inclusion-
exclusién para dos conjuntos dos veces: Primero aplicamos inclusién-exclusién para obtener
|D| = |AU B|:

|AUB| = |A|+|B| - |[AN B|
Ahora consideramos D UC = (AU B)UC = AU BUC, y aplicamos nuevamente inclusién-
exclusion:

JAUBUC|=|AUB|+|C|—|[(AuB)NC|
Para calcular |(AU B) N C|, usamos la propiedad distributiva de la interseccién:
(AUB)NC=(AnC)u(BNQC)
Entonces, aplicamos inclusién-exclusion a esta union:
(AUB)NC|=|ANC|+|BNC|—-]|ANnBNC|
Sustituyendo todo en la férmula general |AU BUC/, da el resultado esperado. Esto completa

la demostracién utilizando tnicamente la version del principio de inclusién-exclusién para
dos conjuntos. O

Ejercicio: combinaciones de billetes

Supongamos que existen sélo billetes de $2, $3 y $5. Queremos saber cudntas cantidades
enteras distintas entre $1 y $100 inclusive pueden pagarse usando sélo un tnico tipo
de billete.
Solucién:

= A: cantidades divisibles por 2: $2,$4, ..., $100. Hay |12%] = 50.

B: cantidades divisibles por 3: $3, $6, ..., $99. Hay |13%| = 33.

C' cantidades divisibles por 5: $5,$10, ..., $100. Hay [12] = 20.

AN B| =[] =16

AnC) = %] = 10
6

|IBNC| = ||
= [ANBNC|= || =3

Aplicando la férmula de inclusién-exclusién para tres conjuntos:
JAUBUC|=50+33+20—-16—10—-6+3 = 74.

Hay 74 cantidades distintas entre $1 y $100 que pueden pagarse usando sélo un tipo
de billete.
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Ejercicios Propuestos
» ;Cudntos strings de largo 7 sobre {0, 1} existen?
» ;Cuédntos nimeros de tres digitos son pares?

» ; Cuéantas funciones inyectivas existen desde un conjunto de n elementos a otro de m
elementos (con m > n)?

» ; Cudntos strings de largo 10 sobre el alfabeto {0, 1} contienen 5 consecutivos 0s?
» ;Cudntos palindromos de longitud n existen sobre {0, 1}7

» ;Cudntos strings de largo 10 sobre el alfabeto {0,1} contienen 5 consecutivos 0s o 5
consecutivos 1s?

» ;Cuéntos strings de largo 8 sobre el alfabeto {0,1} contienen 3 consecutivos 0s o 4
consecutivos 1s?

5.7. Principio del Palomar

El principio del palomar es una de las ideas mas simples y poderosas de la combinatoria.
También conocido como el principio de las cajas de Dirichlet | establece que si tratamos de
colocar méas objetos que contenedores disponibles, al menos uno de los contenedores debera
tener mas de un objeto.

Esta idea, aparentemente trivial, tiene una sorprendente variedad de aplicaciones en ma-
tematicas, informéatica, teoria de niimeros y logica. Nos permite llegar a conclusiones inevi-
tables sobre repeticiones, coincidencias o superposiciones, incluso cuando no tenemos infor-
macion especifica sobre la distribucion.

Mas alla de su simplicidad, el principio del palomar juega un rol clave en la teoria de la
computacién. En particular, aparece en formulaciones fundamentales sobre la complejidad de
ciertos problemas légicos. Como lo explica Ben Brubaker en un articulo de Quanta Magazine,
el principio ha servido para definir nuevas clases de problemas computacionales y ha sido
una herramienta esencial para mostrar que ciertos problemas no soélo tienen solucion, sino
que su existencia esta garantizada de manera no constructiva, es decir, sin que sepamos
necesariamente como encontrarlas.

Este tipo de razonamientos ha permitido a investigadores como Christos Papadimitriou y
Oliver Korten explorar limites fundamentales de la teoria de la complejidad, revelando pro-
fundas conexiones entre el principio del palomar y el estudio formal de la dificultad compu-
tacionalll

Ver Ben Brubaker, ”How a Problem About Pigeons Powers Complexity
Theory,” Quanta Magazine (2025). Disponible en: https://www.quantamagazine.org/
how-a-problem-about-pigeons-powers-complexity-theory-20250404/


https://www.quantamagazine.org/how-a-problem-about-pigeons-powers-complexity-theory-20250404/
https://www.quantamagazine.org/how-a-problem-about-pigeons-powers-complexity-theory-20250404/
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Sea k € N. Si k 4+ 1 objetos tienen que colocarse en k cajas, entonces habra al menos
una caja que contenga al menos dos objetos.

| r

Ejemplo intuitivo

Si una bandada de 10 palomas vuela hasta un palomar que contiene sélo 9 agujeros,
entonces al menos un agujero contendra a dos palomas.

Aplicaciones basicas

Cumpleanos compartido

En un grupo de 367 personas debe haber al menos dos con el mismo cumpleanos, ya
que hay solo 366 dias posibles (incluyendo anos bisiestos).

Diferencia multiplo de 10

| '

Dados 11 numeros enteros, siempre hay dos cuya diferencia es multiplo de 10.

Considere los restos de la division entera de los 11 niimeros por 10. Como sé6lo hay 10
restos posibles (0,1,...,9), habra (al menos) dos ntiimeros que tienen el mismo resto, y
su diferencia serd miultiplo de 10.

Divisibilidad entre niimeros enteros

| r

En cualquier conjunto de 51 nimeros enteros entre 1 y 100, existe uno que divide a
otro.

Recordar que todo natural puede escribirse de la forma 2% - b para algtin k € Ny y algtin
impar b € N.

Como entre 1 y 100 hay sélo 50 nimeros impares, dentro del conjunto de los 51 enteros
debe haber (al menos) dos comparten el mismo b en la descomposicién arriba descrita.
Luego el que tiene asociado el menor k divide al que tiene asociado el mayor k.

Principio del palomar generalizado

La version clasica del principio del palomar nos asegura que si hay mas objetos que
recipientes, entonces alguno de ellos debe contener al menos dos objetos. Pero jqué sucede
si tenemos atin mas objetos, o si queremos estimar no sélo la colisién minima sino cudntos
deben coincidir como minimo en un contenedor?

Aqui entra en juego el principio del palomar generalizado, que nos permite estimar el
minimo nuimero de objetos que necesariamente compartiran al menos una caja en una parti-
cion.
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Si n objetos se colocan en k cajas, entonces existe al menos una caja que contiene al
menos [n/k| objetos.

Este resultado es 1itil cuando el nimero de objetos y contenedores es arbitrario, y queremos
una cota garantizada sobre cuantos deben agruparse juntos. Se usa, por ejemplo, en problemas
de distribucién, hash, codificacion, pruebas de colisiones y razonamiento logico.

Ejemplo: Personas por mes de nacimiento

Entre 100 personas hay al menos [100/12] = 9 personas que nacieron en el mismo mes.

Ejercicios Propuestos

» Sea {(z4,yi,2:) | ¢ € [1,9]} un conjunto de 9 puntos distintos con coordenadas enteras
en el espacio tridimensional. Demuestre que el punto medio de al menos un par de estos
puntos tiene coordenadas enteras.

s ; Cudl es el minimo ntimero de alumnos que un curso debe tener para asegurarse de que
al menos 6 alumnos reciban la misma nota, si hay 5 posibles notas?

s ;Cual es el minimo nimero de cartas que se deben tomar de un mazo estandar para
asegurarse que al menos 3 tengan la misma pinta?

» (Ramsey) En un grupo de seis personas, cada par de personas son o amigos o enemigos.
Demuestre que existen tres mutuos amigos o tres mutuos enemigos.

Sugerencia: Fije una persona y observe las relaciones con las otras cinco. Luego use
el principio del palomar para agruparlas como amigos o enemigos.

= En cualquier fiesta de al menos dos personas, demuestre que existen dos personas que
conocen a la misma cantidad de gente en la fiesta.

Sugerencia: Piense en los posibles valores que puede tomar el niimero de conocidos de
cada persona, y aplique el principio del palomar considerando restricciones por simetria.

5.8. Combinatoria

Muchos problemas cotidianos e incluso cientificos se reducen a contar de cuantas for-
mas pueden ocurrir ciertos eventos. Desde generar contrasenas, planificar entrevistas, hasta
calcular probabilidades: todos requieren herramientas de conteo.

La combinatoria es la rama de las matematicas que se encarga de estudiar las distintas
formas en las que podemos seleccionar o disponer objetos de un conjunto. Dos conceptos
fundamentales en este estudio son las permutaciones y las combinaciones.

Comenzaremos explorando la diferencia entre estas dos ideas fundamentales.



Nej
=~

5.8.1. Permutaciones y combinaciones

Una r-permutacion es una lista ordenada de r objetos distintos tomados de un con-
junto de n elementos. El niimero de r-permutaciones se denota por:

P(n,r)=n-(n—1)'~~'(n_7’+1)=m

r
\

Ejemplo

. Cuantos “podios” distintos pueden haber en una competencia con 10 participantes,
premiando 1°, 2° y 3° lugar?
Aqui importa el orden, por lo que se trata de una permutacion:

P(10,3) =10-9-8 = 720

Una r-combinacion es un subconjunto no ordenado de r objetos tomados de un
conjunto de n elementos. El niimero de combinaciones se denota por:

n!
C (TL, T') = 7"(’[7,——’[’)'

Cada combinacién de r elementos puede ordenarse de r! maneras, por lo que:

P(n,r)

P(n,r)=C(n,r)-rl = Cnr)= r!

Aplicaciones de Permutaciones

Ejemplo: ;Cuantos nimeros de tres digitos con cifras impares distintas se

pueden formar?

Tenemos 5 digitos impares: 1, 3, 5, 7, 9. Buscamos permutaciones de 3 elementos:

P(53)=5-4-3=060
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Ejemplo: ;Cuantas placas de auto con 4 letras distintas se pueden formar?

Hay 27 letras disponibles. Buscamos P (27,4):

P(27,4) = 272625 - 24

J

Ejemplo:

. Cuantas permutaciones de las letras A, B,C, D, E, F,G, H contienen la sub-
cadena ABC'?

Aqui el truco esta en considerar a ABC como un tnico elemento. Luego el problema
se reduce a contar el niumero de 6-permutaciones sobre los elementos ABC,D,E,F ,G,H,
que son P (6,6) = 6!.

Aplicaciones de Combinaciones

Ejemplo: ;Cuantos grupos distintos de 3 personas pueden formarse entre

10 participantes?

Como el orden no importa, se trata de una combinacién:

10-9-8

Ejemplo: ;Cuantas manos distintas de pdéker (5 cartas) pueden formarse

desde un mazo de 52 cartas?

52 -51-50-49-48

C(52,5) = =

Ejemplo: ;Cuantos bitstrings de largo n tienen exactamente r 1s?

Esto corresponde a contar de cuantas maneras puedo elegir las r posiciones para los 1s,
ya que el bitstring queda completamente definido al rellenar las restantes posiciones
con (s. Estas son

C(n,r)

5.8.2. Permutaciones y combinaciones con repeticion

Hasta ahora hemos considerado casos donde los elementos no se repiten. Sin embargo,
en muchos contextos (como contrasenas, combinaciones de sabores, cddigos, etc.) es posible
o incluso necesario permitir repeticiones. Estos casos también pueden analizarse de forma
sistematica.
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Cuando los elementos pueden repetirse, usamos directamente la regla del producto:

,',LT

que representa la cantidad de r-permutaciones con repeticion de un conjunto de n
elementos.

Ejemplo

7
\.

. Cuantas cadenas de 5 bits existen?
Cada posicién puede tomar dos valores (0 o 1), asi que el total es:

2X2x2x%x2%x2=2" =32

| r

En un conjunto de n elementos, la cantidad de r-combinaciones con repeticién esta
dada por:
(n+r—1)!

Chntr=Ln ="

Demostracion. Para contar cuantas formas hay de elegir r elementos con repeticién per-
mitida entre n tipos distintos (sin importar el orden), usamos una representacién mediante
el método de barras y estrellas.

Pensamos en el problema como distribuir r bolas indistinguibles (los elementos elegidos)
en n cajas (los tipos). Cada configuracién corresponde a una particién de r elementos en n
grupos, donde los grupos pueden tener tamano cero (porque podemos no elegir cierto tipo).

Para representar esto visualmente, usamos:
= 1 estrellas * para representar los elementos seleccionados.
= n — 1 barras verticales | para separar los tipos.

Por ejemplo, la secuencia
* ok | & || orx
representa la combinacién con repeticion donde se eligen 2 del primer tipo, 1 del segundo, 0
del tercero y 4 del cuarto (sin=4yr=7).

debemos contar cuantas maneras hay de reordenar 3 estrellas y 7 barras. En total, hay 3
+ 7 = 10 3+7=10 simbolos, y debemos elegir cuales 3 de ellos seran las estrellas

Una configuracién es una secuencia de estos simbolos. Debemos contar cudntas maneras
hay de reordenar las estrellas y las barras. En total, hay r +n — 1 simbolos, y debemos elegir
cudles 3 de ellos seran las estrellas La cantidad total de secuencias distintas de r estrellas y
n — 1 barras es:

Cr+(n—=1),r)=C(n+r—1,7)
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O

Ejemplo: Helados

Ejemplo: Una tienda vende 8 sabores de helado. Queremos formar un cono con 3
bolas, permitiendo repeticiones. Entonces:

» n = 8 tipos (sabores)
= 7 = 3 bolas a elegir

Una configuracion posible podria representarse ast:
| (]

Esto indica 0 bolas del primer sabor, 2 del segundo, 0 del tercero, 1 del cuarto, y 0 de
los sabores restantes.
La cantidad total de configuraciones es:

C(8+3—1,3)=C(10,3) =120

Por tanto, hay 120 formas distintas de elegir 3 bolas de helado entre 8 sabores, permi-
tiendo repeticiones.

5.9. Pruebas combinatoriales

En combinatoria, existen dos enfoques principales para justificar férmulas o identidades:

= Demostraciones algebraicas: se basan en manipular expresiones simbdlicas, factoria-
les y féormulas usando 4lgebra basica. Son precisas y sintéticas, pero pueden no entregar
intuicion sobre el significado de la identidad.

» Demostraciones combinatorias: explican la identidad interpretandola como una
forma de contar elementos de un conjunto desde dos perspectivas distintas. Este tipo
de demostracién suele ser mas intuitiva, ya que da sentido a la férmula en términos de
objetos concretos y elecciones.

Ambos métodos son validos y muchas veces se complementan: el algebraico da verificacién
formal, el combinatorio aporta comprension.

Identidades Combinatorias

C(n,r)=C(n,n—r)
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Demostracion algebraica:

n! n!
Clnr) = rtin—7r) (n—7r) (n—(n—r))! =Clmn—r)

Demostracién combinatoria:

Elegir r elementos de un conjunto de n es equivalente a elegir cudles n — r se descartan. Por
lo tanto, hay la misma cantidad de subconjuntos de tamano r que de tamano n — r.

Demostracion algebraica: Esta identidad se deduce evaluando la expansién binomial con
r=y=1
(x+y)" = C(n,k)zfy"* = (Q1+1)"= Z C(n,k)
k=0 k=0

Demostracién combinatoria: Cada término C(n, k) cuenta los subconjuntos de tamano
k de un conjunto de n elementos. La suma total cuenta todos los subconjuntos posibles, es
decir, 2™ subconjuntos.

Cn+1,k)=C(n,k—1)+C(n,k)

Demostracién algebraica: Aplicando la férmula:

Cnk— 1) +C(n, k) = i et D St L)
(n,k —1) + C(n, )—(k_l)!(n—k+1)!+k;!(n—k)!_k!(n+1—k)!_ n

Demostracion combinatoria: Para formar un subconjunto de k elementos desde n + 1
elementos, se puede:

= incluir un elemento fijo (e.g. el ultimo), y elegir los k — 1 restantes entre los primeros
n, o

= 1o incluirlo, y elegir todos los k£ entre los primeros n.

La cantidad total es la suma de ambas posibilidades.
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Ejercicios Propuestos

= Dadas 12 personas, j cuantos grupos de 5 personas se pueden formar si hay dos personas,
llamemoslas A y B, que insisten en trabajar juntas? (En otros palabras, un grupo de 5
personas es vélido si contiene a ambas o a ninguna).

s Demuestre la identidad de Vandermonde:
m-+n ! m n
") =26

» Reflexiona por qué C (n, i) es el coeficiente de x'y"~* en (z + y)".

5.10. Relaciones de Recurrencia

5.10.1. Introduccién

Las relaciones de recurrencia son una herramienta poderosa en matematicas discretas
para definir y analizar secuencias de manera recursiva. Estas relaciones aparecen frecuen-
temente en analisis de algoritmos, conteo, estructuras de datos y resolucién de problemas
combinatorios.

Una relacién de recurrencia para una secuencia (a,),>¢ €S una ecuacién que expresa
a, en términos de sus predecesores a,_1, G, 2, ..., ag.

Para determinar univocamente la secuencia debemos dar explicitamente los valores de
un numero finito de los primeros términos de la secuencia. Estos se conocen como las
condiciones iniciales de la recurrencia.

En otras palabras, una relacién de recurrencia no es nada mas que una definicion re-
cursiva de una secuencia (a,)n>o-

Ejemplo: crecimiento de un sueldo

Laura recibe un sueldo inicial de 2000 y un aumento del 10 % mensual. Sea a,, el sueldo
en el mes n:

a; = 2000
a,=11-a,_1 Yn>2

La forma cerrada es: a, = 2000 - 1,171
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Ejemplo: Fibonacci

La sucesion de Fibonacci es un ejemplo clésico:

fO:O7 flzla fn:fn—1+fn—27 pa‘ranEZ'

Aplicaciones en problemas de conteo

Problema: Subiendo la escalera

Se desea subir una escalera de n escalones. En cada paso se
puede subir uno o dos escalones. ;De cudntas maneras distintas
puede se llegar al escalon n?

\ J

Solucién:
Para n = 1 hay una tnica forma: dar un paso de un escalon.
Para n = 2 hay dos formas:

= dar dos pasos de un escalén,

= dar un solo paso de dos escalones.

Para ver de cudntas maneras se puede subir una escalera de n > 3 escalones hacemos un
analisis de casos:

= Si el primer paso es de un escaldén, restan n — 1: hay a,,_; formas de completarlo.

= Si el primer paso es de dos escalones, restan n — 2: hay a,,_» formas.
Por la regla de la suma:
ap =0p_1+a, o paran >3 (5.1)
Resumiendo, tenemos la siguiente relacion de recurrencia para calcular el nimero de formas
a, en las que Juan puede subir una escalera de n escalones:
a; = 1
Ay — 2

n = Qp-1+ Ap_2 vn >3

Esta es la sucesiéon de Fibonacci, y tiene muchas aplicaciones en problemas de conteo.

Ejercicios: Palabras binarias sin 00 consecutivos

Sea a,, el nimero de palabras binarias de largo n sin dos
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Solucién:
Para construir una palabra binaria valida de largo n (es decir, sin ocurrencias de 00), consi-
deramos los posibles caracteres finales:

= Sila palabra termina en 1, entonces el prefijo de largo n— 1 puede ser cualquier palabra
valida. Hay a,_; de estas.

= Si termina en 0, entonces el pentltimo cardcter debe ser 1 (para evitar 00). Por lo
tanto, el prefijo de largo n — 2 puede ser cualquier palabra vélida, seguida de 10. Hay
a,—_o de estas.

Por la regla de la suma:
Qp = Qp—1 + Qp—2 Vn >3

Condiciones iniciales:

ay = 2 (0,1)
a; = 3 (01,10,11)

Esta es nuevamente la sucesion de Fibonacci, pero con condiciones iniciales distintas.

Ejercicio: Conexiones entre personas

Cada vez que una nueva persona entra a una reunion, saluda a todas las personas que
ya estan. ;Cuantos apretones de manos se han dado después de que han llegado n
personas (una por una)?

Solucién:
Sea a,, el numero total de apretones de manos después de que han llegado n personas. Cada
nueva persona saluda a todas las que ya llegaron, es decir, realiza n — 1 apretones. Entonces:

a1:0

ap, =a,_1+(n—1) paran>2
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Problema: Torres de Hanoi

Las Torres de Hanoi son un puzzle que consiste de 3 barras
montadas en un tablero y una serie de discos de diferente
tamano. Inicialmente los discos estas dispuestos como se

muestran a continuacion: El objetivo del puzzle es pasar todos
los discos a otra de las barras con las siguientes restricciones:

= Los discos deben quedar dispuestos de la misma manera

(en orden) ‘

» Los discos se pueden pasar entre las barras, de a uno (por
lo que en cada paso se puede mover soélo el disco superior
de cada barra)

= Al depositar un disco en otra barra, no puede quedar sobre
otro de menor tamano.

. Cudl es la menor cantidad de movimientos h,, que debo hacer
para resolver el puzzle desde una configuracién inicial con n
discos?

\.

Solucion:
La clave esta en observar la estructura recursiva del problema.

= Para mover una torre de n discos desde la barra origen a la barra destino:

1. Primero movemos los n — 1 discos superiores a la barra auxiliar (requiere h,_;
movimientos).

2. Luego movemos el disco méas grande directamente a la barra destino (1 movimien-
to).

3. Finalmente, movemos los n — 1 discos desde la barra auxiliar a la barra destino
(otros h,_; movimientos).

Esto da lugar a la siguiente relacién de recurrencia:

hy = 2h,_1+1 Vn>2
hy =1

Puede verificarse facilmente que

es la forma cerrada(o solucién) de la recurrencia.
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Asociacién de productos (Nimeros de Cataldn)

Sea ¢, el nimero de formas de parentizar n factores a; - as - --- - an_1 - a,. Demostrar
la siguiente recurrencia:

01:1

n—1
Cp = Zci “Cpei (n>2)
i=1

Solucion:
Si se agrupa el producto como (A) - (B), donde:

= A es un subproducto de los primeros k factores,

= B es el subproducto de los n — k restantes,

entonces hay ¢, formas de parentizar A y ¢, formas de parentizar B, lo que da ¢ - ¢,
formas para esa particién. Sumando sobre todas las posibles particiones (de k =1 an — 1)
obtenemos la recurrencia.

Esta sucesién es conocida como los niimeros de Catalan, denotados habitualmente por

C,—1. Formula cerrada:
1 (Qn — 2) ~_ (2n-2)!

“=a\n-1 ~nl(n —1)!

5.10.2. Sistemas de relaciones de recurrencia

En muchos problemas de conteo, la cantidad total de soluciones no depende solamente
de un valor anterior en la secuencia, sino que involucra el resultado de varias secuencias
interrelacionadas. En estos casos, hablamos de sistemas de relaciones de recurrencia. A
diferencia de las relaciones simples, estos sistemas describen conjuntos de secuencias que se
definen mutuamente.

Ejercicio: Piezas de dominé y cuadriculas

Enunciado: ;De cuantas maneras, F,, se puede llenar una cuadricula de 3 X n con
piezas de dominé de 2 x 17

Solucion:
Para determinar F;, analizamos como puede completarse la wltima columna de la cuadricula.
Hay tres configuraciones tipicas (ver Figura |5.3)):

Notar que la cantidad de maneras de llenar la cuadricula en los tltimos dos casos es la
misma, ya que son simétricas. Llamemos GG,,_; a ese nimero. Luego, por la regla de la suma
tenemos que

F, n = lFp-2+ 2Gn—1
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Figura 5.2: Tres formas posibles de completar la iltima columna de una cuadricula 3 x n
usando piezas de domino.

Nuevamente, hacemos analisis de casos sobre como puede rellenarse la columna mas pe-
quena de G,,. Vemos que hay dos maneras (ver Figura . En el primer caso, la forma de
cubrir la subestructura es equivalente a F,_; y en el segundo caso, a G,,_s. Por lo tanto: y
por la regla de la suma resulta que

G, = Fo1+Gpha
Agregando las condiciones iniciales tenemos que

r———“‘———— —-——==

= ___L___L___

Figura 5.3: Dos formas posibles de completar la ultima columna de una cuadricula G,, usando
piezas de dominé.

F, = F, 2+2G,.1 Yn>2
F =1 Fr =0
F, 1+ Gh_g Yn>2
Go =0 G, =1

Q
3
Il

lo que nos da un sistema de recurrencias para definir F),.

5.10.3. Ejercicios propuestos

» Ejercicio: Un string de nimeros decimales es valido si contiene un ntimero par de
ceros. Use una relacién de recurrencia para definir ¢,, el nimero de strings validos de
largo n.

» Ejercicio: Defina recursivamente la sucesion a,, que da la cantidad de strings de largo
n que no tienen dos ceros consecutivos.
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s Ejercicio: Supongamos que dibujamos n rectas en una hoja de papel de manera que
todo par de lineas se intersectan (pero no hay tres lineas que se intersectan en un nico
punto). ;En cuédntas regiones queda dividido el plano?

5.11. Recurrencias Lineales

5.11.1. Definicion General

Una relacién de recurrencia es lineal, homogénea y con coeficientes constantes
si tiene la forma:

Gp = C10p_1 + CoQp_2 + - -+ + CrQp_g,

donde ¢y, ¢o, ..., ¢ € Ry ¢ # 0. Decimos que la recurrencia es de grado k.

Ejemplos

= a, = 3a,_1 + 2a,_3 es una recurrencia lineal, homogénea, con coeficientes cons-
tantes, de grado 3.

» a, =a’_, no es lineal.
= a, = a,_1 + 1 no es homogénea.

= a, = na,_; No tiene coeficientes constantes.

5.11.2. Estrategia de Resolucion

La idea central para resolver estas recurrencias es asumir que las soluciones tienen la
forma a,, = r". Sustituyendo esta forma en la ecuaciéon de recurrencia se obtiene la llamada
ecuacién caracteristica:

Resolver esta ecuaciéon polinomial nos da las raices r;, y la soluciéon general de la recu-
rrencia se construye a partir de estas raices, dependiendo de su multiplicidad.
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Caso de Grado 2 con Raices Distintas

Sea la recurrencia:
Gp = C10p_1 + C20p_2

y supongamos que la ecuacién caracteristica 72 = ¢;r+c; tiene dos raices reales distintas
r1 y ro. Entonces, la solucion general es:

an, = a1y + Qary,

donde a; y sy se determinan usando las condiciones iniciales.

\. J

Demostracién. Por hipétesis, sabemos que 17 = ¢17y + ¢ ¥y 73 = ¢179 + ¢o. Entonces:

n—1 n—1 n—2 n—2
Clap_1 + Cotp_o = c1(aqr? ™ + aory ™) + ca(aqr] ™" + aory ™)

= alr?_z(clrl + o)+ agrg_z(clrg + )

n n
Ty + QaTy

= an
Concluimos que a,, = a7} + aury es solucién para cualquier par de constantes aq, as.

Si ademas se conocen las condiciones iniciales ag y a1, entonces las constantes aq, as se
determinan univocamente resolviendo el sistema lineal:

ag = oy + ard

a; = airy + aord

O

Ejemplo

Considere la relacion de recurrencia,

ap = 26,1 + 3a,_o, paramn > 2

CLOZCLl:l

La ecuacién caracteristica es r? = 2r+3 = r> —2r —3 = 0, con rafces r; = 3, ry = —1.
Solucion general:
an, = 13" + as(—1)"

Usamos condiciones iniciales para determinar:

l=o+ 1 1
:Oé]_:_, Qg = —
1:3a1—a2 2 2

Solucién final:
an, = %3” + %(—1)"
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5.11.3. Raices Dobles

2

Si la ecuacion caracteristica tiene una raiz doble r,, es decir, r
r9 = T4, entonces la solucion general es:

=Cr+co con ry =

a, = oqry + agnry.

Demostracién. Por hipétesis, sabemos que 72 = ¢;r, + ¢5. Por lo tanto:

Clan—1 + C2an_2 = c1(anr] "+ ag(n — 1)r! 1Y) + ea(arr > + as(n — 2)r07?)

=" 2 (erry ) F a2 ((n — 1)errs + (n— 2)cy)
= a7 + apr™ A (neyr, — o1y + ncy — 2¢4)

=y + apr? A (nlerr + c2) — 17y — 2¢9)

= o1 + aonr” — a2 (erry + 2¢))

= a, — ayr” (c17, + 2¢9)

Para que la expresion sea igual a a,,, basta establecer que ¢7, + 2¢5 = 0.

Nota: Como r, es raiz doble, esto significa que la ecuacién caracteristica
2 —cr—c=0

tiene un discriminante nulo:
A=c+4cy=0.

Aplicando la férmula general de las raices cuadraticas:

c1 /3 +dey
r =
2 )

obtenemos que:
C1

Ty =
2
cuando el discriminante es cero. Reemplazando en c¢ir, + 2¢o se obtiene:

2
clr*+202=%+202:2A=0,

por lo tanto, se verifica la igualdad y concluimos que
ap = Tl + agnry

es solucion para cualquier par de constantes oy, ao. O
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5.11.4. Caso General: Grado Arbitrario

Sea
Qp = C1Qp—1 + *+* + CkQp—k
una recurrencia con ecuacion caracteristica que tiene ¢ raices distintas ry,...,r; con
multiplicidades my, ..., m;. Entonces, la solucion general es:
t m;—1
Ay = E E Q; 5N g
i=1 \ j=0

5.11.5. Recurrencias No Homogéneas

Una relacién de recurrencia lineal, a coeficientes constantes de grado k, se dice no
homogénea si es de la forma:

Ap = C10p_1 + Colp_2 + - + Ckan_ + f(n),

donde ¢y, ¢a, . .., ¢ son nimeros reales, ¢, # 0, y f(n) es una funcién arbitraria.
Definimos la recurrencia homogénea asociada:

Ap = C1Qp_1 + CoQp_o + - + CLQp_p

7
\.

Ejemplos
" q, =2a,;+1 (no homogénea de grado 1)
" a, = 20,_1 — 3a,_3 + Hn® + 2" (no homogénea de grado 3)

r
\.

La solucién general de una recurrencia no homogénea es:
an = a9 +a®,

donde a'? es la solucién general de la homogénea asociada, y a? es una solucién

particular de la no homogénea.

\

Una solucion particular a?) es una funcién concreta que satisface la relacion de recurrencia
completa, es decir, incluyendo el término no homogéneo f(n). A diferencia de la solucién
general, que contiene constantes libres, una solucién particular es un caso especifico. Se utiliza
como complemento a la solucién general de la parte homogénea para construir la solucion
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total.
Por ejemplo, si tenemos:

ap = 201 + 17

la recurrencia homogénea asociada es a%g ) = a2". Una solucién particular valida es aﬁf’ ) = -1,

ya que satisface:

—1=2(-1)+ 1.
Entonces, la solucién general completa es:

a, = a2" — 1.

Demostracion. Como a%p ) es una solucién particular de la relacién de recurrencia no ho-

mogénea, se cumple que:

a® = ;0 + 0y + -+ ad®, + f(n)

n

Supongamos ahora que b, es otra soluciéon de la misma relacion no homogénea, entonces
también se cumple:

bn = Clbnfl + C2bn72 + -+ Ckbnfk + f(n>
Restando ambas expresiones:
by —al = c1(buos — ay) +albus = ay) -+ enlbuok — 0,y

Esto implica que la diferencia b, —a satisface la relacién de recurrencia homogénea asociada.

Es decir, b, — a? = 0 para alguna solucién homogénea a'?’. Por lo tanto:
b, = a?) + a9,

como se queria demostrar. O
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Ejemplo: Torres de Hanoi

La minima cantidad de movimientos h, necesarios para resolver el problema de las
Torres de Hanoi con n discos satisface:

hi=1

Paso 1: Se trata de una recurrencia no homogénea de primer orden con f(n) = 1.
La recurrencia homogénea asociada es:

hn = 2hn—l;

cuyo comportamiento general es:
A9 = a2m,

Paso 2: Buscamos una solucién particular AP tal que:
h® = 2p® 4 1.
Probamos con una constante h?) = C:
C=2C+1=C=-1.

Entonces, una solucién particular es AP = 1.
Paso 3: La solucion general es:

hp = B9 + hP) = 2™ — 1.
Usamos la condicién inicial h; = 1:
l=a2'—-1=21=2a—1=a=1.

Solucién cerrada:
h,=2"—1

5.11.6. Soluciones Particulares: Método de coeficientes indetermi-
nados

Obtener la solucién general a'¥ de la recurrencia homogénea asociada es facil (vimos

cémo hacerlo). Sin embargo no hay ningiin mecanismo general para obtener una solucién
particular a!? de una recurrencia no homogénea. Para una clase particular de f’s tenemos el
siguiente teorema:
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Sea la recurrencia a,, = ¢1a,_1 + C2a,_o + -+ + cgan_1 + f(n), donde
f(n) = (bn® + b_int™t + -« 4+ bin + by)s”,

y b, by, ...,b; v s son numeros reales. Entonces:

= Si s no es raiz de la ecuacion caracteristica asociada, entonces existe una solucion
particular de la forma:

(pen® + pe_1n®™t + - 4 pin + po)s™.

= Si s es raiz de la ecuacién caracteristica con multiplicidad m, entonces existe
una solucién particular de la forma:

nm(ptnt + pt_lnt_l g o oo gp pin + po)s".

Ejercicio resuelto

Ejercicio: recurrencia con término lineal

Encuentre la soluciéon general de la recurrencia:

an = 3a,—1 — 4n

Paso 1: Estudiamos la recurrencia homogénea asociada:
a9 =3a9, = a9 = 3"
Paso 2: Como el término no homogéneo es f(n) = —4n, un polinomio de grado 1, proponemos
una solucién particular de la forma:
a?) =cn +d

Sustituimos en la ecuacién original:

en+d=3(c(n—1)+d)—4n
Expandimos el lado derecho:

cn+d=3cn —3c+ 3d—4n

Agrupamos términos:
en+d= (3c—4)n+ (3d — 3c)

[gualando coeficientes de ambos lados:

c=3c—4 N 2c=4=c=2
d=3d—3c 3d—3c=d=2d=3c=>d="%=3
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Paso 3: Por lo tanto, una soluciéon particular es:
a?) =2n+3

Solucion general:
an = a9 +aP = a3" +2n+3

Nota: Para determinar « se requiere una condicién inicial adicional, como ag 0 a;.

5.11.7. Ejercicios Propuestos
= Resolver a,, = a,_1 + 2a,,_9, con ag =2, a; = 7.

Encontrar una férmula explicita para los nimeros de Fibonacci.

Encontrar una solucién particular para: a, = 6a,_1 — 9a,_» + n3" y a, = 6a,_1 —
9a,_5 + (n? + 1)2".

Defina una recurrencia s, para la suma de los primeros n naturales, y resuélvala.

Resolver el sistema:

ap = 3ap_1 + 2bn—l
by, = ap—1 + 20,1
ag = 1, bo =2

5.12. Funciones Generadoras

5.12.1. Introduccion

En muchas ocasiones, necesitamos describir secuencias de niimeros, por ejemplo, el niimero
de formas de resolver un problema de conteo o los términos definidos por una relacién de
recurrencia. Existen varias formas de describir una secuencia:

= Por extensién: listar los primeros términos, como 0,1,3,7,15,31, ...
= Por una relacién de recurrencia: por ejemplo, a, = 2a,_1 + 1

= Por una férmula cerrada: como a,, = 2" — 1

Sin embargo, existe una herramienta ain més poderosa: asociar a la secuencia una fun-
cion generadora, que encapsula toda la informacién de la secuencia en una Unica expresion
formal. Las funciones generadoras no solo permiten representar una secuencia, sino también
manipularla algebraicamente para obtener nuevas propiedades y resolver recurrencias.
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5.12.2. Definicion de Funcion Generadora

Sea {a,}n>0 una secuencia de nimeros reales o complejos. Su funcién generadora
ordinaria (o simplemente funcién generadora) es la serie formal:

Ax) = Z anx"”

n>0

Aqui, x se interpreta como un marcador formal, no como una variable real: lo que nos
interesa no es el valor de la suma sino los coeficientes a,,.

5.12.3. Ejemplos Iniciales

Ejemplo secuencia constante:

La secuencia constante a,, = 3, para todo n > 0, tiene como funciéon generadora:

A(x):Z3x”=3(1+x+x2+x3+~--)

n>0

Pero puede escribirse en forma maés sucinta: A(z) es una serie geométrica, cuya suma
conocemos si |z| < 1:

Ejemplo secuencia lineal:

Para a,, = n + 1, tenemos:

A) = 3 (n+ 1)a" = ﬁ

n>0

Ejemplo secuencia exponencial:

Para a,, = ", con ¢ constante:

Az) = Y (ea)"

n>0

:1—c:c
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Ejemplo secuencia binomio:

Para a,, = (:’Z) con m fijo, entonces:

5.12.4. Resolucion de Recurrencias

Una de las principales aplicaciones de las funciones generadoras es resolver relaciones de
recurrencia. Veremos cémo transformar una recurrencia en una expresiéon cerrada usando
funciones generadoras.

Ejemplo

Sea la secuencia definida recursivamente por ag = 0y a,41 = 2a, + 1 para todo n > 0.

Queremos encontrar una forma cerrada para a,. Para ello, multiplicamos ambos lados de
la recurrencia por z™:
1" = 2a,2" + 2"

y luego sumamos para todo n > 0:

Z Up 2" = Z(Qan + 1)z

n>0 n>0

En el lado izquierdo tenemos casi A(z), excepto por el indice n+ 1 en vez de n. Podemos
re-armar A(x) “multiplicando y dividiendo por z”:

1 Alx) —a Az
Zan+1xnzgzan+lxn+1: (z) —ao _ Alz)

T T
n>0 n>0

En el lado derecho tenemos

Z (2ap,z" +2") = 2 Z ax" + Z " = 2A(x) + Z " = 2A(x) +

n>0 n>0 n>0 n>0

1
1—2

donde usamos la forma cerrada para la serie geométrica (valida para |z| < 1, lo cual supon-
dremos siempre en estas manipulaciones).
Igualando ambas expresiones:

A(x) 1
=2A
T () + 11—z
Despejando A(z):
Alx) = =7
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{Coémo seguimos?

Si podemos transformar A(z) de vuelta en una serie tipo ) ., a,z", basta con iden-
tificar el coeficiente de ™ para obtener una férmula explicita para a,,.

Para ello, realizamos una expansion en fracciones parciales. Notamos que:

(1—:1:)?1—2:6) :x<1—22x_1ix>

Y sabemos las series que representan las dos fracciones de la derecha:

z - (1_2296) —z- (1:73) =2y (20)"—x-) a"

n>0 n>0
Obtenemos:
2z - E (2"2") = E g tlgntl = E 2"z"
n>0 n>0 n>1
'TE anE:xn—H:E:xn
n>0 n>0 n>1

Restando las dos series:

-1t =) (2" —Da" - (2" —1) =) (2" —1)a"

n>1 n>0 n>0
Por lo tanto, la solucién de la recurrencia es:

a, =2"—1

5.12.5. Resolucion de recurrencias: Receta General

La técnica de funciones generadoras es especialmente 1util para resolver relaciones de
recurrencia y obtener formas cerradas de sus soluciones. A continuacién presentamos una
receta paso a paso que resume el proceso:

1. Transformar la relacion de recurrencia en una funcion generadora:
a) Asegurese de que la recurrencia esté bien definida, incluyendo condiciones iniciales
claras y los valores de n para los cuales se aplica.
A 14 . 1 N n
b) Dé un nombre a la funcién generadora: por ejemplo, A(z) =~ -, a,z".
¢) Multiplique ambos lados de la relacién por z".

)
)
d) Sume ambos lados para todos los valores de n donde la relacién es vélida.
e) Exprese los resultados en términos de la funcién generadora A(z).

)

f) Despeje A(z).
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2. Transformar A(x) en una serie de potencias:

a) Si A(z) es una funcién racional (es decir, cociente entre dos polinomios), intente
expandirla mediante fracciones parciales.

b) Utilice identidades conocidas de series geométricas para reescribir cada término
como una serie de potencias.

3. Leer la solucién:

a) Identifique el coeficiente de z™ en la expansién final: eso corresponde al valor de
a, en forma cerrada.

Este procedimiento ha sido ilustrado en el ejemplo del caso a,+1 = 2a, + 1, donde final-
mente llegamos a la forma cerrada a,, = 2" — 1 a través de funciones generadoras.

5.12.6. Propiedades y ejemplos clasicos de funciones generadoras

Las funciones generadoras no solo sirven para resolver recurrencias, sino que también
poseen propiedades algebraicas que facilitan su manipulacién y permiten construir nuevas
funciones a partir de otras ya conocidas. En esta seccién reunimos varios resultados tutiles y
ejemplos clasicos.

Operaciones basicas entre funciones generadoras

: _ n B n : :
Si A(x) = > 502" y B(z) = 3 ,50bnz™ son funciones generadoras y ambas series
convergen, entonces:

= Suma:

A(z)+ B(z) = Z(an + by)z"

n>0
» Producto (convolucion):

n

A(z) - B(z) = Z Zakbn_k i

n>0 \k=0

Esta operacion se conoce como convolucion.




5.12. FUNCIONES GENERADORAS 117

Ejemplo: convolucién de series geométricas

Sea A(z) = ﬁ una funcién generadora. Queremos obtener su expansién como serie
de potencias.
Primero, recordemos que:

1 n
1_56:2237

n>0

Multiplicando dos veces esta serie:

(11;1;)2 = (Zﬁ)? => (n+1)2"

n>0 n>0

Esto corresponde a la funcién generadora de la secuencia 1,2,3,4,....

5.12.7. Catalogo clasico de funciones generadoras

Secuencia Funcién Generadora | Forma cerrada
1,0,0,0,... Y oasoln = 0]z™ 1
1,1,1,1,... inzox” =
1L,—1,1,-1,... > so(—1)ma” T
1,e,c2,¢3, ... D nso " S
1,2,3,4,... ano(n—i—l)x” ﬁ

(6) (- >onzo ()" (L+2)
(%01): () - Pz ()" =8

Estas funciones generadoras permiten reconocer patrones y resolver rapidamente proble-
mas de conteo o recurrencias.

5.12.8. Ejemplo: sucesion de Fibonacci

Paso 1. A partir de la relacién de recurrencia F,, 1 = F,, + F,,_1, con Fy =0y F; =1,
queremos obtener la funcién generadora F'(z) =) o Fha™.

Multiplicamos ambos lados por ™ y sumamos desde n = 1:
YDLIEES SRS Lt
n>1 n>1 n>1

El lado izquierdo se transforma en:

S P’ = %(F(z) _ )

n>1
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El lado derecho:
Z Fa" + Z F,12" = F(z) + oF(x)

n>1 n>1

Igualando ambos lados:

L F(2) - 2) = F(2) + 2F(2)

X

Despejando:
x
Flx) = ——
(z) 1—x—2?
Paso 2. Recuperamos la serie de potencias de:
x
Flx)= ——
(z) 1—x—2?

Esto puede hacerse mediante fracciones parciales. Para ello factorizamos el denominador:
l—2—2>=(1-rox)(1—r2)

donde ry = %5 yry =

1-v5 Ast:
5 :

Flz) x 1 1 1
xTr) = = —
(1 —=roz)(1 —=mz) r19—11 \1—1r0x 1—ri2

Como sabemos que:

1 n, . n
l—cwc:z:am

n>0

Podemos escribir:

Fa) =Y %(rg )

n>0
Por lo tanto,

By = —=(rg = 1)

V5

Esta es la conocida férmula cerrada de los niimeros de Fibonacci, también llamada férmula
de Binet.

Referencias

Libros de referencia:

= “Concrete Mathematics” de R. Graham, D. Knuth, y O. Patashnik.
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5.13. Mas sobre funciones generadoras

5.13.1. Coeficientes Binomiales

Las funciones generadoras no solo sirven para encontrar soluciones cerradas a recurrencias,
sino que también son herramientas poderosas para resolver problemas de conteo sofisticados.
Para esto, necesitamos extender la nocién de coeficientes binomiales a casos mas generales.

A continuacion definimos los coeficientes binomiales extendidos, los cuales permiten tra-
bajar con exponentes reales y negativos en funciones generadoras.

Sea r cualquier nimero real y k un entero. Se define:

r(r—1)---(r—k+1)

(7’) _ 7 sik>0,
k 0 si k<0,

Ejemplos:

Veamos algunos ejemplos ilustrativos del uso de esta definicion en casos no enteros o
negativos.

—2\ —2--3.-4
[ ] :—:_4
()"

() ey ),

Finalmente, resumimos algunas propiedades algebraicas importantes de estos coeficientes.

. (7;) =(-1) <T+z_1>,sik,r20.
. (Z):%(]::i),sik;«éo.

= Identidad de simetria: (;) = ( " k)’ si r, k son enteros con r > 0.
r—

5.13.2. Teorema del Binomio Extendido

El siguiente resultado extiende el teorema binomial a exponentes reales.
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Sea r € Ry x,y reales tales que |z/y| < 1, entonces:

(z+y) = f: (]:) by r.

k=0

Notar que, si r es un entero no negativo, entonces (;;) = 0 para todo k > r, por lo que la
serie se reduce a una suma finita. Esto se debe a que el numerador del coeficiente binomial
incluye un término nulo al multiplicar més allé de r. Por ejemplo, el término (r — k + 1) serd
cero o negativo si k > r, lo que hace que el producto total se anule y, por tanto, (2) =0.

En cambio, si 7 no es un entero no negativo, la serie es infinita y requiere condiciones de
convergencia, como que |z/y| < 1. Intuitivamente, cuando z es suficientemente pequeno en
relacion a y, los términos de la serie se atenian y la suma infinita converge.

Un caso especial ocurre cuando y = 1, obteniendo:

(1+2) = i (;;) ",

k=0

5.13.3. Aplicacion: Nimeros de Catalan

Los nimeros de Catalan surgen en una gran variedad de contextos combinatorios. Uno de
los ejemplos clasicos es el computo del nimero de drboles binarios diferentes con n vértices.
A continuacién desarrollamos la funcién generadora de los niimeros de Catalan paso a paso,
partiendo desde su definicién recursiva.

Ejemplo: Arboles binarios

Para contar los arboles binarios con n vértices, comenzamos con un nodo raiz y dis-
tribuimos los restantes n — 1 nodos entre el subarbol izquierdo (con k vértices) y el
derecho (con n — 1 — k vértices). Esto produce la recurrencia:

n—1

Co=) CiCui1, Co=1.

k=0
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Ejemplo: Secuencias de paréntesis balanceados

Otra interpretacion clasica de los niimeros de Catalan es contar cudntas secuencias de
paréntesis bien balanceadas existen con n pares de paréntesis. Por ejemplo, para n = 3
hay exactamente 5 secuencias validas: (()()); OO0; (0)O: (00); ((())). Esto también
se modela con la misma recurrencia de Catalan.

1 2
C, = "),
n+1\n
Demostracion. Definimos la funcion generadora:

C(x) = Z Cpa".

n>0

Reescribiendo la recurrencia como C, 11 = ZZ:O CyC)_k, y multiplicando ambos lados por

2™ y sumando:
jg:(jn+1$n :ZEE: (jg:(jkcz_k> x".

n>0 n>0 \ k=0

Al lado derecho, obtenemos la convolucién resultante de multiplicar C'(z) por si misma:
e¢] n 2
> (acn)s - (Sar) - oo
n=0 k=0 n>0

El lado izquierdo es X (C(x) — 1), por lo tanto:

0w -1 =CEP = aCE)? - ) +1=0

Resolvemos la ecuaciéon cuadratica:

1+£+V1—-4x

Clz) = 2z

jcudl raiz es la correcta? Seleccionamos la raiz negativa ya que debe cumplirse C(0) =
EnZO C,0" = Cy = 1, y la otra opcion diverge. Obtenemos:

1—+vV1—4x

Clr) = 2z

Aplicando el teorema del binomio extendido a /1 — 4x, derivamos la serie de potencias:

VI—dz = i(—él)” (1/2> "

n
n=0
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Cambiando el indice inicial de la serie de potencia, dado que (1(/)2) =1, obtenemos:

1-VI—do=1- (i(—zl)” <17/12> a" + 1) = i(—4)" (17/12):5”

n=1 n=1

Con eso obtenemos

Clz) = %(1—\/@) — %g<_4)n<1£2)xn
(e ()

Por lo tanto,

Simplificacion del coeficiente.

<0,5> (—ay 0,5(0,5— 1) ~7-1-!(0,5 —n+1) (a4 — 202—4) - (2—4n +4)

(="

! n!
_2(2)(6)---(4n—6) _ 2°(1)(3)--- (2n —3)
n! n!
_ S (nl2m) - (1)(3) - (20— 3) _ e
nin! nin!(2n — 1)

B 1 2n
N 2n—1\n

Por lo tanto,
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5.13.4. Problemas de Conteo y Funciones Generadoras

Ejemplo: suma con restricciones

2 S €1 S 57 2
3 S €9 S 6
Construimos los polinomios generadores asociados a los posibles valores de e; y es:

. Cuantas soluciones existen de e; + es = 8 sujeto a: {

fi(z) = 2+ 2+t + 20, fa(x) = z3 + 2% + 2% + of.
El producto fi(z) - fo(x) representa todas las combinaciones posibles de e; y ey, y el

coeficiente de 2® en su expansién indica cudntas sumas satisfacen e; + e, = 8 bajo las
restricciones dadas.

fi(@) fo(zx) = 2° + 22°% + 327 + 4% + 32° + 220 + 2.
Por lo tanto, hay 4 maneras de formar 2%, combinando exponentes del primer polino-
mio con los del segundo de modo que sus sumas den 8. Las combinaciones que generan

este término son:
246, 3+5, 4+4, 543.

Ejemplo: suma generalizada

2 S €1 S 5;
. Cuantas soluciones existen de e; + e3 +e3 = 14 sujeto a: ¢ 3< ey <6 7
4 S €3 S 7
Usamos:

f(@) = (2 4+ 2® + 2" + 2°) (2% + 2" + 2° + 2%) (2" + 2° + 2% + 7).
El ntiimero de soluciones es el coeficiente de z'* en f(z). Esto se debe a que al multiplicar

los tres polinomios, el término z’x/2* aparece en el producto cuando i + j +k = 14, es
decir, cuando las elecciones de ey, e5 v e3 suman 14.
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Ejemplo: Distribucién de objetos con cotas

.De cuantas maneras se pueden distribuir 8 galletas idénticas entre 3 perritos distintos,
si cada uno recibe entre 2 y 4 galletas?

Las posibilidades para cada perrito son 2 < p; < 4, y pueden capturarse en 3 exponen-
tes: (22 + 23 + %)

Todas las combinaciones de 3 perritos se capturan con la funcién generadora:

G(z) = (2% + 23 + z*)3.
Expandiendo:

G(z) = 2" + 32" + 62" + 727 + + 32" + af.

La respuesta esté en el coeficiente de 28, esto es, 6.

Formas de pagar con monedas

Supongamos que tenemos monedas de 1 euro, 2 euros, y 5 euros (representadas por (1),
@, vy @ respectivamente), y queremos contar todas las maneras de pagar un total de
7 euros en una maquina.

Considere dos casos: cuando el orden si importa y cuando el orden no importa.

Ejemplo: si » = 5, entonces:
Orden SI importa:

L 5x @®:1forma:  QOOOD Orden NO importa:

2. 3x @ + @: 4 formas: 1. 5x @
OO0, OO, VROW, PVO® 5 3,0 +@

3. 1x @ + 2 x (2): 3 formas: 3. D+2x®

00O, @00, @O0 4 ®

4. @; 1 forma. Total: 4 maneras

Total: 9 maneras

Solucién: Formas de pagar con monedas (caso orden no importa)

Este problema se modela usando una funcién generadora infinita, en la cual consideramos
que podemos usar cualquier cantidad (incluyendo cero) de cada tipo de moneda:
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F(x):(1+x+x2+x3+...)-(1+x2+x4+x6+...)-(1+x5+x10+x15+...Z.

~ v\ v\

vV vV Vv
monedas de 1 euro monedas de 2 euros monedas de 5 euros

Este producto genera un término z” por cada forma de sumar exactamente r euros con
las monedas disponibles, sin importar el orden. Esto, porque cada combinacién de monedas
genera un producto z7+2%*% donde i, j, y k son la cantidad de monedas de 1, 2 y 5 euros,
respectivamente. El coeficiente de z" en F'(z) cuenta cuidntas combinaciones de este tipo
suman 7 = 5.

Podemos calcular el coeficiente de 2" descomponiendo la funcién generadora en fracciones
parciales, multiplicando manualmente los polinomios, o utilizando herramientas computacio-
nales como Matlab o Wolfram Alpha.

Su expansién comienza como:
Fz) =1+ + 222+ 22° + 32" + | 42® |+ 525 + 627 + ...
Por lo tanto, hay 4 maneras de pagar 5 euros con monedas de 1, 2 y 5 euros si el orden no

importa.

Solucién: Formas de pagar con monedas (caso orden Si importa)

Supongamos que tenemos monedas de 1, 2 y 5 euros, y queremos pagar un total de r
euros usando exactamente n monedas. Cuando el orden si importa, esto se modela con la
funcion generadora:

G(z) = (z + 2° + 2°)".

El coeficiente de x" en este polinomio cuenta las maneras distintas de elegir n monedas
(considerando el orden) cuya suma sea 7.

Si n = 2, entonces:
G(z) = (z + z° + 2°)% = 22 + 203 + z* + 225 4+ 227 4 210,
El coeficiente de 2 es 2, pues existen dos formas ordenadas de pagar 3 euros con 2

monedas:
0O, @O.

\. J

Pero queremos cualquier numero de monedas que juntas den r euros, no sélo n de ellas,
por eso debemos considerar mas valores de n. Si se permite cualquier cantidad de monedas,
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la funcién generadora total es una suma infinita:

o

F(z) = ) (z+2°+2°)

i=0
1 1

1—(z+a224+2%) 1—z—22—2°

La expansion comienza como:
F(x) =1+ +22% + 32° + 50* +|92° | + 1525 + 2627 + 442 + 752° + . ..

Por lo tanto, hay 9 maneras de pagar 5 euros con monedas de 1, 2 y 5 euros si el orden
si importa y se pueden usar tantas monedas como se desee.

Ejercicios propuestos

= ;De cuantas maneras se pueden entregar 12 peluches idénticos a 5 ninos, si cada uno
recibe a lo mas 3 peluches?

» ;Cuédntas maneras hay de pagar 8 euros con monedas de 1, 2, 3, y 4 euros si el orden
no importa?

= ;Y si el orden si importa para pagar 7 euros con las mismas monedas?
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5.14. Introduccién a los Grafos

5.14.1. Motivacion y Aplicaciones

Los grafos son estructuras matematicas utilizadas para modelar relaciones entre objetos.
Son fundamentales en ciencias de la computacion, matematica discreta, teoria de redes, y
muchas otras disciplinas.

Un grafo G = (V, E) esta compuesto por un conjunto no vacio V' de vértices (o nodos)
y un conjunto E de aristas (o arcos) que conectan pares de vértices.

Notacién: Usaremos (v, v9) para denotar una arista (o arco) entre los nodos vy y ve, donde
v1,v9 € V. Esta notacién también serd valida para representar la direccién en el caso de
grafos dirigidos.

5.14.2. Historia

Historia: Los Puentes de Konigsberg

El matematico Leonhard Euler resolvié en 1736 el famoso problema de los puentes de
Konigsberg, una ciudad atravesada por un rio y dividida en varias islas conectadas por
siete puentes. El desafio consistia en encontrar un recorrido que cruzara cada puente
exactamente una vez.

Para abordar el problema, Euler realizé una abstraccion revolucionaria: representd
cada porcion de tierra como un nodo y cada puente como una arista que conecta dos
nodos. Esta representacion marcé el nacimiento formal de la teoria de grafos.

Su demostraciéon mostré que no es posible recorrer todos los puentes sin repetir alguno,
y establecié principios fundamentales sobre conectividad y estructura. La ensenanza
clave es que muchos problemas complejos se simplifican cuando se modelan como grafos.

iy ' :"-'n.
i R
.fgg.:i:“""nﬂ e

Abstraccion del problema de los Puentes de Konigsberg: desde el mapa original hasta su
representacion como grafo. [Imagen: Bogdan Giugcs.|
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5.14.3. Ejemplos de aplicaciones

Los grafos no solo son una herramienta matematica elegante, sino también un lenguaje
poderoso para representar sistemas complejos en el mundo real. A continuacion, se presentan
algunas aplicaciones concretas y ampliamente estudiadas del uso de grafos en distintas areas
del conocimiento y la tecnologia []

Modelar redes de comunicacién: cada dispositivo es un nodo, y una conexion directa
entre dos dispositivos (como un cable o enlace inaldmbrico) se modela como una arista.
Esto permite representar arquitecturas de red como topologias en estrella, anillo o
malla, facilitando el andlisis de eficiencia y tolerancia a fallos.

Representar relaciones sociales: personas como nodos y las amistades, interacciones o
vinculos (como seguir a alguien en redes sociales) como aristas. Esta abstraccién permite
estudiar propiedades como centralidad, comunidades, y difusién de informacién.

Representar colaboraciones cientificas: se construyen grafos donde cada nodo es un au-
tor, y dos autores estan conectados si han publicado juntos. Un ejemplo contemporéneo
es el uso de bases de datos académicas para modelar la evolucion de la colaboracion
interdisciplinaria.

Modelar el transporte: estaciones, paraderos o aeropuertos son nodos, y las rutas (como
lineas de metro, vuelos o carreteras) son aristas. Esto permite optimizar rutas, estudiar
congestién o conectividad.

5.14.4. Clasificacion de Grafos

Tipos de grafos

Grafo simple: sin lazos ni aristas paralelas.
Multigrafo: permite aristas paralelas.
Grafo con lazos: permite aristas de un nodo a si mismo.

Grafos dirigidos: las aristas tienen direccion.

Nombre Aristas Aristas paralelas Lazos
Grafo simple No dirigidas No No
Multigrafo No dirigidas Si No
Grafo No dirigidas S1 Si
Grafo dirigido simple  Dirigidas No No
Multigrafo dirigido Dirigidas Si No
Grafo dirigido Dirigidas Si Si

2Barabési, A.-L. (2016). Network Science. Cambridge University Press.
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5.14.5. Terminologia

Grafos no dirigidos

Dos nodos son adyacentes si comparten una arista.

Una arista es incidente a un nodo si el nodo es uno de sus extremos.

El grado de un nodo v, denotado deg(v), es el nimero de aristas incidentes (los lazos
cuentan doble).

Un nodo es aislado si deg(v) = 0.

Grafos dirigidos

» En una arista (u,v), u es el origen y v el destino.

» Grado de entrada: deg™ (v) es el nimero de aristas que llegan a v.

» Grado de salida: deg™ (v) es el nimero de aristas que salen de v.

5.14.6. Ejemplos empiricos: Distribucién de grado en redes reales

Una propiedad estructural fundamental de un grafo es su distribucién de grado, que
indica cuantos nodos tienen k conexiones para cada posible valor de k. Esta distribucion
revela la organizacion global de la red y es especialmente importante en grafos grandes como
los que aparecen en contextos reales.

En la siguiente figura se observan distribuciones de grado para diferentes redes reales,
muchas de las cuales exhiben comportamientos que siguen una ley de potencias:
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Distribuciones de grado para diversas redes: colaboracion matemdtica, citas, web, internet, red
eléctrica Yy proteinas. Fuente: Newman, M.E.J. (2003). The Structure and Function of Complex Networks. SIAM Review.

Caracteristicas comunes

= En redes como la web, el internet o las redes sociales, la mayoria de los nodos tiene
pocos enlaces, mientras que unos pocos tienen muchos (nodos hub).

= Este comportamiento es tipico de una distribucion de grado sesgada o de tipo
escala libre, en contraste con una red aleatoria.

= En estos casos, la probabilidad de que un nodo tenga grado k decrece como P(k) ~ k=7
para alguna constante .

Estas propiedades tienen consecuencias importantes: los hubs pueden facilitar la difusion
rapida de informacion o infecciones, pero también pueden ser puntos vulnerables si fallan.

5.15. Propiedades de los Grafos

Una de las propiedad de los grafos no dirigidos es la relacion entre el niimero total de
aristas y los grados de los vértices. Esta relacion se conoce comunmente como el Teorema de
los saludos, ya que puede interpretarse en un contexto cotidiano: El nimero total de apretones
de manos en una fiesta es igual a la suma de las manos estrechadas por cada persona, y por


https://doi.org/10.1137/S003614450342480
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lo tanto, siempre es par. En consecuencia, el nimero de personas que da un nimero impar
de apretones es par.

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Entonces:

> deg(v) = 2|E|

veV

En particular, el nimero de nodos de grado impar es par.

Demostracion. El resultado es inmediato ya que cada arista e € E aporta dos unidades a
la suma ), . deg(v). (Puede probarse més formalmente haciendo induccién sobre el niimero
de aristas del grafo.)

Para probar que el nimero de nodos de grado impar es par, consideremos la suma total
S = ,cvdeg(v) como una suma de enteros. Dado que S es par (igual a 2|E|), y que la
suma de numeros impares solo puede ser par si hay una cantidad par de sumandos impares,
se deduce que debe haber un niimero par de vértices con grado impar. O

Sea G = (V, F) un grafo dirigido. Entonces:

S deg () = 3 deg" (v) = ||

veV veV

Demostracién. Cada arista dirigida (u,v) € E tiene un nodo origen u y un nodo destino v.
Por definicion, cada arista incrementa en uno el grado de salida de u y el grado de entrada de
v. Por lo tanto, al sumar los grados de salida y de entrada sobre todos los vértices, cada arista

contribuye una tnica vez a cada suma: y, _,deg”(v) = |E|, Y, deg™(v) = |E|. O

5.15.1. Ejemplos Clasicos de Grafos

» Cliques (K,): Todos los nodos estan conectados entre si.
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» Ciclos (C,): Un ciclo de n > 3 vértices vy, va, ..., v, es aquel grafo simple que contiene
las aristas {(vy, v2), (v2,v3), ..., (Vn_1,Vn), (Un,v1)}. Usamos C,, para denotar al ciclo de
n vértices.

» Grafos bipartitos: Un grafo G = (V| E) es bipartito sii V puede ser particionado en
dos conjuntos V; y V5 tal que cada arco del grafo conecta un nodo de V; con uno de V5,
y no hay arcos dentro de un mismo conjunto.conjuntos.

~__—
@A@
(4 ()

» Grafos bipartitos completos (K, ,): Un grafo bipartito se dice ademds completo
si existe un arco entre cada par de nodos (u,v) tal que v € Vy y v € V5. Usamos K\, | juy|
para denotar a dicho grafo.

Un grafo simple es bipartito si y solo si sus vértices pueden colorearse con dos colores
de forma que ningin par de nodos adyacentes tenga el mismo color.
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Demostracién. (=) Suponga que G = (V, E) es bipartito y que la particién de V' estd dada
por Vi vy V5. Pinte los vértices en V) de azul y los vértices en V5 de rojo. Como en un grafo
bipartito todas las aristas conectan vértices de conjuntos distintos, ningin par de vértices
adyacentes estara pintado del mismo color.

(<) Suponga ahora que es posible pintar de rojo o azul cada vértice de G de tal forma que
si dos nodos son adyacentes, entonces reciben colores distintos. Defina V; como el conjunto
de nodos coloreados de azul y V5 como el conjunto de nodos coloreados de rojo. Entonces
V =V, UV, y toda arista conecta un nodo de V4 con uno de V5, lo que demuestra que G es
bipartito. n
5.15.2. Ejercicios Propuestos

1. Use el teorema anterior para determinar si los siguientes grafos son bipartitos:
a b a b
g C
f c
f
e d e d

2. Demuestre que el ciclo C), es bipartito si y solo si n es par.

3. Sea G = (V, E) un grafo simple. Demuestre que

2|FE
min {deg(v) |v e V} < ﬁ < méx {deg(v) |v eV}

4. Sea G = (V, E)) un grafo bipartito simple. Demuestre que |E| < |V|?/4.

5.16. Representacién de grafos

Una vez que comprendemos la nocién abstracta de grafo, surge una pregunta natural:
,.cémo podemos representar un grafo en un computador de manera que sea til para analizarlo
y procesarlo? Existen varias formas de representar un grafo, y la eleccién depende del tipo
de operaciones que queremos realizar sobre él.

La representacion elegida puede afectar considerablemente la eficiencia de los algoritmos.
Por ejemplo, encontrar los vecinos de un nodo es muy eficiente en una lista de adyacencia,
pero verificar si dos nodos estan conectados es inmediato en una matriz de adyacencia.

Consideremos el siguiente grafo simple, no dirigido, con cuatro vértices:

Este grafo tiene:



Figura 5.4: Grafo base utilizado en las representaciones
» Vértices: V = {a,b,c,d}
= Aristas: E' = {(av b)7 (av C)7 (ba d)a (Ca d)a (b> C)}

A continuacién presentamos tres formas comunes para representar un grafo.

5.16.1. Listas de adyacencia

Una de las representaciones mas comunes es la de listas de adyacencia, donde para
cada vértice se mantiene una lista de sus vértices adyacentes.

Dado un grafo G = (V, E), una lista de adyacencia asocia a cada vértice v € V un
conjunto o lista de vértices adyacentes a v, es decir, aquellos vértices u € V tales que
(v,u) € E.

Ejemplo: Lista de adyacencia

Lista de adyacencia correspondiente al grafo de la Figura [5.4

Vértice | Adyacentes
a b, c

b a, ¢, d

¢ a, b, d

d b, c

Esta representacion es eficiente en espacio cuando el grafo es disperso (pocas aristas en
relacién al nimero de vértices).
5.16.2. Matriz de adyacencia

Otra forma clésica es la matriz de adyacencia, una matriz cuadrada de tamafio n x n,
donde n = |V|, que indica si existe una arista entre dos vértices.



5.16. REPRESENTACION DE GRAFOS 137

Sea G = (V,E) con V = {vy,vs,...,v,}. La matriz de adyacencia A = [a;;] se define

como:
1 si(v,v;) €E
Q;5 =
! 0 si(v,v)¢FE

Ejemplo: Matriz de adyacencia

Matriz de adyacencia del grafo de la Figura en el orden a, b, ¢, d:

o

Il
O~ = O
=

0
1
1
0

==

Una propiedad interesante es que la matriz depende del orden de los vértices. Por tanto,
un mismo grafo puede tener n! matrices distintas asociadas.

5.16.3. Matriz de incidencia

La tercera representacién que estudiaremos es la matriz de incidencia, que vincula
vértices con aristas.

Sea G = (V,E) con V = {vy,...,u,} y E = {ey,...,en}. La matriz de incidencia
B = [b;;] es una matriz n x m donde:

1 siel vértice v; es incidente en la arista e;
bij = .
0 sino

Ejemplo: Matriz de incidencia

Matriz de incidencia correspondiente al grafo de la Figura [5.4] ordenando las aristas
como: e; = (a,b), ey = (a,c),e3 = (b,d),eq = (c,d),e5 = (b,c):

O O = =
O = O
—_— O = O
__— 0 O
O = = O

Esta representacion se utiliza frecuentemente en teoria de flujo y optimizacién lineal sobre
redes.
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Resumen y comparacién

Representaciéon ‘ Espacio ‘ Eficiente para grafos densos? ‘ Eficiente para grafos dispersos?
Lista de adyacencia | O(n +m) No Si

Matriz de adyacencia | O(n?) Si No

Matriz de incidencia | O(n-m) Intermedia Intermedia

5.17. Subgrafos e Isomorfismo

5.17.1. Subgrafos

En muchos casos, no es necesario considerar la totalidad de un grafo para resolver un
problema. Basta con trabajar con una parte o “fragmento” de este.

Sea G = (V, E) un grafo. Un subgrafo de G es un grafo G' = (V' E') tal que V' C V
y £’ C E. Decimos que el subgrafo es propio si G' # G.

Ejemplo:

En la Figura se muestra un grafo y un subgrafo resaltado en azul a su derecha.

5.17.2. Isomorfismo de grafos

A veces dos grafos tienen distinta apariencia, pero representan esencialmente la misma
estructura. En tales casos decimos que los grafos son isomorfos.

Sean G = (V, E) y G' = (V', E’) dos grafos simples. Decimos que G y G’ son isomorfos
si existe una biyeccién f: V — V' tal que para todo par de vértices vi,vy € V, se
cumple:

(vi,v2) €E siysdlosi (f(v), f(v2)) € E

A la funcién f se le llama un isomorfismo entre G y G'.
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A continuacién se muestran dos gra-
fos que, aunque visualmente diferentes,
son isomorfos.

Pregunta: Cudntas posibles correspondencias (biyecciones) existen entre dos gra-
fos simples con n nodos?

5.17.3. Demostrando isomorfismo y no isomorfismo

Demostrar que dos grafos son isomorfos implica encontrar una biyeccién entre sus vértices
que preserve las adyacencias. Aunque conceptualmente directo, este problema es compu-
tacionalmente costoso. Los mejores algoritmos actuales para grafos generales tienen una
complejidad exponencial en el nimero de vértices. Por ello, es un problema central en el
Graph Isomorphism Problem, uno de los pocos problemas importantes cuya complejidad atin
no se conoce con certeza.

La dificultad inherente en el problema de grafos isomorfos lo hacen un entretenido y
desafiante puzzle: https://aabeliuk.github.io/graph-isomorphism-game/|

Demostrando que dos grafos no son isomorfos

Ejemplo

sSon los siguientes grafos isomorfos?

o G

Respuesta: No, porque uno de los grafos tiene un vértice de grado 4 (el vértice a),
mientras que el otro grafo no tiene ningiin vértice con ese grado.

Para demostrar que dos grafos no son isomorfos, basta encontrar una propiedad inva-
riante bajo isomorfismos que difiera entre ambos. Algunas propiedades invariantes comunes
son:


https://aabeliuk.github.io/graph-isomorphism-game/
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Numero de vértices y aristas.

Grado de los vértices.

Existencia de ciclos de ciertas longitudes.

Distribucién de componentes conexas.

Estas invariantes permiten descartar el isomorfismo sin necesidad de revisar todas las
permutaciones posibles.

Clases de isomorfismo

Demostrar que la relacién de isomorfia entre grafos define una relacién de equivalencia
en la coleccion de todos los grafos.
Hint: Demostrar que la relacion es reflexiva, simétrica y transitiva.

Dado que el isomorfismo de grafos es una relacion de equivalencia, divide el conjunto de
todos los grafos en clases de equivalencia. No importa cudl de los grafos isomorficos de
una clase de equivalencia se escoja: todos comparten la misma estructura esencial.

Aplicaciones: Esta idea de clasificar grafos en clases de isomorfismo tiene multiples apli-
caciones en distintas areas. Permite representar moléculas como grafos y detectar compuestos
equivalentes. En bases de datos de grafos, se utiliza para identificar duplicados estructu-
rales, incluso si los nombres de los nodos difieren. En reconocimiento de patrones, ayuda
a comparar estructuras como arboles sintacticos o redes neuronales. Finalmente, en algorit-
mos, permite optimizar procedimientos al operar sobre representaciones canoénicas de clases
de grafos equivalentes.

Ejercicios sobre isomorfismo
El complemento de un grafo simple G = (V, E) es el grafo G = (V, E), tal que
(Ul, ’U2) c E <~ (’01,1}2) Q FE.

Un grafo simple es auto-complementario si GG es isomorfo a G.

» Ejercicio: Demuestre que el siguiente grafo es auto-complementario.
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= Ejercicio: Encuentre un grafo auto-complementario con 5 vértices.

= Ejercicio: Demuestre que si G es un grafo auto-complementario simple con n vértices,
entonces n =0 o n = 1 médulo 4.

= Ejercicio: ;Cuantos grafos no isomorfos de 4 vértices existen? Dibujelos todos y justi-
fique por qué no hay mas.

5.18. Caminos en grafos

5.18.1. Navegando grafos

Muchos problemas pueden modelarse y resolverse navegando grafos. La nocién de ca-
mino nos permite formalizar preguntas relacionadas con conectividad, eficiencia de recorrido
y planificacién de rutas.

= Ejemplo: ;Es posible mandar un mensaje entre dos computadoras usando las cone-
xiones intermedias? Este problema puede resolverse explorando los caminos en una

red.

» Ejemplo: ;Cudl es la manera més rapida de salir de una granja, pasar por todos
los establecimientos, y regresar al punto de partida? Esta es una instancia clasica del
Problema del Viajante (TSP).

5.18.2. Definiciéon de camino

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido y sea u,u € V. Un camino (de largo n) entre u
y u’ es una secuencia de n aristas ej, e, ..., e, tal que existen nodos vy, v1, Vs, ..., U,
que satisfacen:

=y =uyv,=u,y

= cada arista e; conecta v;_1 y v;, para 1 <1< n

= Si el camino no tiene aristas repetidas, se dice que es un camino simple.

» Siu =/, entonces el camino se denomina circuito o ciclo.

Notacion: Si el grafo no contiene aristas paralelas, podemos denotar un camino como la
secuencia de vértices: u, vy, Vo, ..., Up_1,u’.
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5.18.3. Conectividad de grafos no dirigidos

En algunos grafos siempre es posible ir (i.e. conectar mediante un camino) desde un vértice
hasta cualquier otro. En otros no.

A ® &
o Wwood
()

Figura 5.5: Ejemplos de grafo conexo (izquierda) y no conexo (derecha)

Un grafo no dirigido se llama conexo sii existe un camino entre cada par de vértices
distintos del grafo.

Propiedades e implicancias

Si existe un camino de u a v en un grafo G = (V, E), entonces existe también un camino
simple entre estos vértices. Esto es importante porque muchos algoritmos y teoremas operan
sobre caminos simples, ya que descartan redundancias o ciclos intermedios.

Ademas, los caminos permiten definir invariantes estructurales, como la conectividad
entre pares de vértices o la cantidad de componentes conexas. Estas invariantes pueden
utilizarse para demostrar que dos grafos no son isomorfos, ya que todo isomorfismo debe
preservar tales propiedades. Por ejemplo, si un grafo es conexo y otro no, no pueden ser
isomorfos.

5.18.4. Componentes conexas

Si un grafo es no conexo, entonces esta formado por la unién disjunta de sus componentes
conexas.

Hy

h

Figura 5.6: Ejemplo de grafo no conexo con tres componentes conexas Hy, Hy y H3
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Sea GG un grafo no dirigido. Una componente conexa de G es un subgrafo G’ de G
tal que:

» G’ es conexo, y

» G’ no es un subgrafo propio de otro subgrafo conexo de G.

En otras palabras, una componente conexa de GG es un subgrafo conexo maximal.

5.18.5. Conectividad de grafos dirigidos

Hay dos variantes de la nocién de conectividad sobre grafos dirigidos: una considerando la
direccion de los arcos y otra no. Para esta ltima, necesitamos la nocion de grafo no-dirigido
subyacente.

Dado un grafo dirigido G = (V, E), el grafo no-dirigido subyacente G’ de G se
obtiene a partir de GG, computando la clausura simétrica de su conjunto de aristas E.

Figura 5.7: Ejemplo de grafo no dirigido (izquierda) y grafo dirigido (derecha) con arcos entre
nodos

Conectividad fuerte y débil en grafos dirigidos

» Un grafo dirigido es fuertemente conexo si para todo par de vértices v, v,
existe un camino dirigido de v a v’ y viceversa.

= Un grafo dirigido es débilmente conexo si su grafo no dirigido subyacente es
conexo, es decir, si para todo par v, v’ existe un camino entre ellos ignorando las
direcciones.




Débilmente conexo Fuertemente conexo

Figura 5.8: Comparacién entre grafo débilmente conexo (izquierda) y fuertemente conexo
(derecha)

Componentes fuertemente conexas

Sea GG un grafo dirigido. Una componente fuertemente conexa de GG es un subgrafo
dirigido G’ tal que:

» (G’ es fuertemente conexo, y

= G’ no es un subgrafo propio de otro subgrafo fuertemente conexo de G.

5.18.6. Caminos e isomorfismo

La existencia de ciertos caminos también puede usarse como invariante para distinguir
grafos no isomorfos.

Utilice un invariante de caminos para demostrar que los grafos de la Figura 5.9 no son
isomorfos.

Respuesta: Aunque los grafos tienen la misma cantidad de nodos y aristas, asi como
los mismos grados, el grafo H tiene un circuito simple de largo 3 (vq, v2, vg, v1), mientras
que G no posee ninguno. Esto muestra que no pueden ser isomorfos.

5.18.7. Ejercicios

» Ejercicio: Demuestre que para todo grafo conexo simple, todo nodo de grado impar
estd unido mediante un camino a algin otro nodo de grado impar.

= Ejercicio: Demuestre que todo grafo conexo con n vértices debe tener al menos n — 1
aristas.
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Up U1

Ue Uz Ve U2

Us us U5 U3

Uy V4

Figura 5.9: Dos grafos G y H

» Ejercicio: Demuestre que un grafo simple GG es bipartito si y sélo si no contiene circuitos
de largo impar.

5.19. Circuitos Eulerianos

5.19.1. El Problema de los Puentes de Konigsberg

En el siglo XVIII, en la ciudad prusiana de Konigsberg, se planteé una pregunta curiosa
sobre la posibilidad de recorrer la ciudad cruzando todos sus puentes exactamente una vez.
La ciudad estaba dividida por el rio Pregel en cuatro regiones conectadas por siete puentes.

Abstraccion del problema de los Puentes de Kéonigsberg: desde el mapa original hasta su
representacio’n como g’l’(lfO. Imagen: Bogdan Giusca.

Problema: ;Es posible comenzar en una region cualquiera, recorrer todos los
puentes exactamente una vez, y volver al punto de partida?

Este problema intrigd a los matematicos de la época, y fue Leonhard Euler quien, en
1736, ofreci6 una solucién formal, dando origen a la teoria de grafos.

5.19.2. Modelado con Grafos

Podemos modelar este problema mediante un grafo, donde cada region se representa con
un vértice y cada puente con una arista que conecta dos vértices.


https://en.wikipedia.org/wiki/File:Konigsberg_bridges.png

El problema se convierte ahora en determinar si existe un circuito euleriano en este
grafo.

Sea GG un grafo. Un circuito euleriano es un circuito simple que recorre cada arista de
G exactamente una vez.

Ejemplo

El siguiente grafo posee multiples circuitos eulerianos:

Algunos circuitos eulerianos posibles (empezando en A) son:

ADEACEFCBA y AECABCFEDA

Un multigrafo conexo tiene un circuito euleriano si y sélo si todos sus vértices tienen
grado par.

5.19.3. Solucién al problema de los puentes de Konigsberg

El problema de los puentes de Konigsberg no tiene solucién: el grafo que lo representa
tiene cuatro vértices de grado impar, lo cual impide la existencia de un circuito euleriano.
Este resultado marcé el inicio del estudio sistematico de grafos, un area fundamental en la
matematica discreta y la informatica.
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5.19.4. Demostracion del Teorema de Euler

(=) Supongamos que G tiene un circuito euleriano. Cada vez que el circuito pasa por
un vértice, debe entrar y luego salir por aristas distintas, lo que contribuye con dos al grado
de ese vértice. Como el circuito pasa por todas las aristas del grafo (por definicién), y G es
conexo, todos los vértices deben tener grado par.

(<) Supongamos ahora que G es conexo y que todos sus vértices tienen grado par.
Construiremos un circuito euleriano de forma constructiva:

» Elegimos un vértice cualquiera vg y un arco (vg, v1) incidente.

= Continuamos extendiendo un camino vy, vy, vs, . . ., v, de forma que no repita aristas y
se detenga solo cuando no sea posible continuar.

En el procedimiento anterior, necesariamente se cumple vy = v, es decir, se obtiene
un circuito.

Demostracién. Supongamos lo contrario: que vy # v,. Entonces el camino termina en un
vértice v, con grado impar (ya que entré una sola vez). Pero esto contradice la hipétesis de
que todos los vértices tienen grado par. Por lo tanto, el circuito debe cerrar. O

Por lo tanto tenemos un circuito simple
Vo, V1, V2, ..., Un—1, V0

Si el circuito contiene todos los arcos, la prueba esté terminada. Si no, eliminamos sus aristas
del grafo G y obtenemos un subgrafo G’ con vértices de grado par (aunque G’ puede ser
disconexo). Como G es conexo, existe al menos un vértice, v’, en comin entre G’ y el circuito
original. A partir de dicho vértice se puede construir un nuevo circuito en G’ y componerlo
con el anterior.

{ ]

| o' v /

v
@ ®

G el Composicién

@——— o

o———— >
o————>

Reiterando este proceso, se obtiene un circuito euleriano que recorre todas las aristas de
G. |
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5.19.5. Caminos eulerianos

La nocién de camino euleriano generaliza la de circuito euleriano: en lugar de requerir
que el recorrido comience y termine en el mismo vértice, basta con que recorra todas las
aristas del grafo sin repetir ninguna.

Sea GG un grafo. Un camino de G se dice que es euleriano si es simple y pasa por cada
arista de G exactamente una vez.

Ejemplo

El siguiente grafo admite multiples caminos eulerianos:

Uno de ellos es el caminoC - A —+B D —(C — B.

Sin embargo, este grafo no admite ningin circuito euleriano, ya que no es posible
recorrer todas sus aristas y regresar al vértice de origen sin repetir alguna.

Sea GG un multigrafo conexo con al menos dos vértices. Entonces G tiene un camino
euleriano (pero no un circuito) si y sélo si tiene exactamente dos vértices de grado
impar.

Demostracion.

= Sean u y v los extremos del camino euleriano. Como el camino recorre todas las aristas,
debe contener todos los vértices del grafo. Para cualquier vértice intermedio ¢, cada vez
que se entra a t, también se debe salir, lo que implica que su grado es par. Los extremos
u 'y v, en cambio, tienen grado impar, ya que solo se entra o se sale una unica vez mas
que el resto de las veces. Por lo tanto, G tiene exactamente dos vértices de grado impar.

< Supongamos ahora que G tiene exactamente dos vértices de grado impar, digamos u
y v. Construimos un nuevo grafo G’ anadiendo una arista artificial entre v y v. Este
nuevo grafo G’ tiene todos los vértices de grado par y es conexo, por lo que admite un
circuito euleriano. Al eliminar la arista artificial, obtenemos un camino euleriano en G
que comienza en v y termina en v.

O
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5.19.6. Caminos y circuitos eulerianos en grafos dirigidos

En el caso de los grafos dirigidos, las condiciones para la existencia de un camino o circuito
euleriano cambian ligeramente respecto del caso no dirigido.

Sea GG un multigrafo dirigido sin vértices aislados.

= (¢ contiene un circuito euleriano si y sélo si:

e Es débilmente conexo, y

e El grado de entrada coincide con el grado de salida en cada vértice.
» ( contiene un camino euleriano (pero no un circuito) si y sélo si:

e Es débilmente conexo, y
e Todos los vértices tienen el mismo grado de entrada y de salida, excepto dos
vértices vy y vg, tales que:

deg™ (v1) = deg® (v1) +1 'y deg®™ (v3) = deg™ (v3) + 1.

. J

Notar que la existencia de un circuito euleriano en un grafo dirigido no implica que
el grafo sea fuertemente conexo. En la Figura [5.10] el grafo tiene un circuito que recorre
todas las aristas exactamente una vez, pero no existe camino dirigido entre algunos pares de
vértices (por ejemplo, de C' a A), por lo tanto no es fuertemente conexo.

B
(O

Figura 5.10: Grafo dirigido con circuito euleriano A - B — C' — D — E — B, pero que no
es fuertemente conexo (por ejemplo, no hay camino dirigido de C' a A).

5.20. Circuitos Hamiltonianos

5.20.1. Introduccion

Hasta ahora hemos estudiado los circuitos eulerianos, recorridos que atraviesan todas
las aristas de un grafo exactamente una vez. Esto es 1til para problemas donde lo importante
es cubrir todas las conexiones, como por ejemplo: Inspeccionar todos los cables de una red
eléctrica.
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En contraste, en muchas aplicaciones lo que se desea es visitar cada vértice exactamente
una vez, sin repetir lugares:

= Un viajante que quiere visitar cada ciudad una vez y volver al punto de origen,
= Un robot que debe recorrer todas las ubicaciones de una bodega sin repetir ninguna,

= Problemas de planificaciéon o exploracién sin retrocesos.

Este tipo de problema da origen a la nocién de circuito hamiltoniano, llamado asi en
honor a William Rowan Hamilton, quien lo introdujo en el siglo XIX al estudiar recorridos
sobre los vértices de un dodecaedro (poliedro de doce caras).

¢ Cuando es posible visitar todos los vértices de un grafo sin repetir ninguno y volver al
origen?

En esta seccion exploraremos esta pregunta y veremos como, a diferencia del caso eule-
riano, determinar la existencia de un circuito hamiltoniano es un problema mucho maés dificil,
sin caracterizacién general conocida hasta la fecha.

5.20.2. Definicion

Sea G un grafo. Un circuito de G se dice que es hamiltoniano si es simple y pasa por
cada vértice de G exactamente una vez.

Ejemplo

Los siguientes grafos admiten un circuito hamiltoniano:

A diferencia de los circuitos eulerianos, no se conoce una caracterizacién eficiente
que permita determinar en general si un grafo tiene o no un circuito hamiltoniano.
5.20.3. Condiciones necesarias y suficientes

No existe una caracterizacién completa de los grafos que admiten circuitos hamiltonianos.
Sin embargo, se conocen algunas condiciones ttiles:
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= Condiciones necesarias: permiten descartar la existencia de un circuito hamiltoniano
en algunos casos.

» Condiciones suficientes: garantizan su existencia en clases especificas de grafos (ver,
por ejemplo, el teorema de Dirac y Ore).

Condiciones necesarias para descartar hamiltonicidad

Las siguientes observaciones permiten probar que un grafo no tiene circuitos hamiltonia-
nos:

= Si un grafo tiene un vértice de grado 1, no puede tener un circuito hamiltoniano.

= Si un vértice tiene grado 2, entonces ambas aristas incidentes deben formar parte de
cualquier circuito hamiltoniano.

= Si un vértice tiene grado mayor a 2, y se sabe que dos de sus aristas estan en un
circuito hamiltoniano, entonces el resto de las aristas incidentes no pueden estar
en dicho circuito.

Ejercicio: demostraciéon por contradiccion

Utilice las condiciones anteriores para demostrar que los siguientes grafos no tienen
circuitos hamiltonianos:

a d e a d
c

b c b e
G H

Solucion:

= Kl grafo G no tiene circuito hamiltoniano porque contiene un vértice de grado 1.

= Para el grafo H, supongamos por contradicciéon que tiene un circuito hamiltoniano.
Como los vértices a, b, d, e tienen grado 2, las dos aristas incidentes en cada uno deben
pertenecer al circuito. Por lo tanto, las 4 aristas que inciden en el vértice ¢ también
deberfan pertenecer al circuito, lo cual es imposible (ya que solo puede tener 2 aristas
en un camino simple cerrado). Esto contradice la tercera observacion.

Condiciones suficientes para circuitos hamiltonianos

A diferencia de los circuitos eulerianos, no existe una caracterizacion general y eficiente
que determine cuando un grafo posee un circuito hamiltoniano. Sin embargo, existen ciertos
resultados clésicos que establecen condiciones suficientes para garantizar su existencia.
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A continuacién presentamos dos de los més conocidos: el Teorema de Ore y el Teorema
de Dirac.

Informalmente, si fijamos el conjunto de vértices de un grafo, en cuanto més artistas
tenga, mayor potencial tendra de contener caminos hamiltonianos.

El siguiente teoremas establece que para que un grafo admita circuitos hamiltonianos es
condicion suficiente que los vertices tengan grado “lo suficientemente grande”.

Sea G = (V, E) un grafo simple con n > 3 vértices. Si para todo par de vértices no
adyacentes u,v € V' se cumple que

deg(u) + deg(v) > n,

entonces GG posee un circuito hamiltoniano.

Un corolario del Teorema de Ore, mas simple de aplicar, es el siguiente:

Sea G = (V, F) un grafo simple con n > 3 vértices. Si

deg(v) > para todo v € V,

|3

entonces GG posee un circuito hamiltoniano.

Demostracion. El Teorema de Dirac es un caso particular del Teorema de Ore. En efecto,
si todos los vértices tienen grado al menos 7, entonces para cualquier par de vértices no
adyacentes u, v,

O

cumpliendo con la hipétesis del Teorema de Ore.
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Ejercicios

Ejercicio

Determinar cuales de los siguientes grafos tienen un circuito hamiltoniano, justificando
la respuesta:

a b a b a d

Ejercicio: grafo bipartito

Sea K, el grafo bipartito completo con m,n > 2. Probar que K,,,, tiene un circuito
hamiltoniano si y sélo si m = n.
Hint:

= Para el =: usar reduccion al absurdo, suponiendo m # n.

» Para el <: aplicar el Teorema de Dirac.

Demostracion.

= Supongamos que K,,, tiene un circuito hamiltoniano y que m # n. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que m < n. Sea A y B la particién del conjunto de vértices
con |A| = m y |B| = n, y supongamos que el recorrido parte desde a; € A. Como el
grafo es bipartito, el circuito debe alternar entre vértices de A y B. Luego de 2m pasos,
se han recorrido todos los vértices de A y vuelto a a;, pero ain quedarian n —m > 0
vértices en B sin visitar. Esto contradice que el recorrido sea hamiltoniano.

< Sim = n, entonces el grafo tiene 2m vértices y cada vértice tiene grado m, cumpliendo:
2m
deg(v) =m > - =m

Por el Teorema de Dirac, K, ,, posee un circuito hamiltoniano.

O

5.21. Caminos mas cortos sobre grafos

5.21.1. Motivacién

En muchas aplicaciones practicas, como el diseno de redes de transporte o de comuni-
cacion, necesitamos encontrar el camino més corto entre dos puntos. Este problema puede
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modelarse usando grafos con pesos, donde los vértices representan ubicaciones y las aristas
representan las conexiones con sus respectivos costos o distancias.

5.22. Grafos con pesos

Un grafo con pesos es una terna (V, £, w) donde:
= V es el conjunto de vértices,
= FCV XV esel conjunto de aristas,

» w: E — Ry es una funcién que asigna un peso a cada arista.

Sea P = (vg, vy, ...,v;) un camino en un grafo con pesos. Su longitud es la suma de los
05 ) 9
pesos de sus aristas, es decir:
k—1
K(P) = w(’l}i,?}i+1)
i=0

Un camino mas corto entre dos vértices u y v es aquel camino P que parte en u, termina
en v, y tiene longitud minima entre todos los posibles caminos entre ellos. Este camino no
necesariamente es unico.

Ejemplo

La siguiente red representa distancias entre ciudades:
Ot Ot
o & o
g g
RN
loSING

Pregunta: ;Cual es la ruta mas corta desde a hasta g7

5.22.1. Algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra es uno de los mas importantes en teoria de grafos y fue propuesto
por Edsger W. Dijkstra en 1956. Su objetivo es encontrar el camino més corto desde un vértice
de origen hasta todos los demas vértices de un grafo con pesos no negativos.
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El procedimiento sigue una estrategia codiciosa (greedy): comienza con el nodo de origen y
explora iterativamente el vértice adyacente mas cercano, acumulando las distancias minimas
conocidas. A cada paso, actualiza las distancias si encuentra un camino méas corto que los
previamente registrados.

Este algoritmo ha sido fundamental en el desarrollo de sistemas de navegacion, planifica-
ciéon de rutas y optimizacién de redes, y es una pieza clave en muchos cursos de algoritmos
y ciencias de la computacion tedrica.

Ejemplo

Aplicaremos el algoritmo de Dijkstra desde el vértice a para encontrar el camino mas
corto hacia todos los demas vértices.

@{—3—/@)—2
R

W @
W@

Resolucién del algoritmo de Dijkstra:

Iteracion | a b ¢ d e f g | Procesado
1 Oy 34 o© 6, 00 00 00 a
2 0, 32 D D, 00 00 0 b
3 0 3¢ 5% Hp 11, oo 8 c
4 0, 3. 5 5 11. 8; 8. d
5 0, 3. 5 5y 11. 8 8. f
6 O0s 3a 2% D 10f 85 8 e

Camino mas corto desde a hasta g: a — b — ¢ — g, con costo total 8.

» La celda z, indica la distancia més corta encontrada hasta el nodo z, con y indicando
el nodo anterior en el camino mas corto.

= Se termina cuando todos los nodos estan procesados.

= El camino mas corto a un nodo se puede reconstruir siguiendo los subindices hacia
atras.
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Pseudocddigo comentado

El siguiente pseudocddigo describe el algoritmo de Dijkstra para encontrar caminos mas
cortos desde un nodo origen hacia todos los demas nodos de un grafo con pesos no negativos.

function Dijkstra(Graph, source):

// Inicializacién: asigna distancia infinita a todos los nodos y sin predecesor conoci

for each vertex v in Graph:

dist[v] := inf // Distancia estimada desde el origen a v

prev([v] := undefined // Nodo anterior en el camino mds corto encontrado
dist[source] := 0 // La distancia del nodo origen a si mismo es 0
Q := all nodes in Graph // Conjunto de nodos no visitados

while Q is not empty:

u := node in Q with min dist[u] // Selecciona el nodo mids cercano ain no procesado

remove u from Q

for each neighbor v of u:

alt := dist[u] + length(u, v) // Calcula la distancia alternativa a través de u
if alt < dist[v]:
dist[v] := alt // Se encontré un camino mis corto hacia v
prev[v] :=u // u se convierte en el predecesor de v
return dist[], prev[] // dist contiene las distancias minimas; prev los

5.22.2. Observaciones importantes

El algoritmo de Dijkstra es versatil y puede aplicarse tanto en grafos no dirigidos como en
grafos dirigidos, lo cual amplia significativamente su utilidad practica en modelar distintos
tipos de redes.

Restriccion de pesos no negativos: Es importante destacar que este algoritmo requie-
re que todos los pesos de las aristas sean no negativos, ya que su légica de actualizacion de
distancias minimas depende de esta propiedad. En presencia de pesos negativos, el algoritmo
puede fallar al no detectar caminos mas cortos correctamente.

Tratamiento de miultiples aristas: Si el grafo tiene multiples aristas entre un mismo
par de nodos, se recomienda conservar tinicamente aquella con menor peso, ya que siempre
sera preferible en la busqueda de caminos minimos.

Mas recursos

Para ver el algoritmo en funcionamiento, sobre un grafo ingresado por el usuario, ver de-

mo interactiva: https://algorithms.discrete.ma.tum.de/graph-algorithms/spp-dijkstra/

index_en.html


https://algorithms.discrete.ma.tum.de/graph-algorithms/spp-dijkstra/index_en.html
https://algorithms.discrete.ma.tum.de/graph-algorithms/spp-dijkstra/index_en.html
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5.23. Colorabilidad de grafos

En muchos problemas del mundo real, como la asignacién de frecuencias a antenas, la
programacion de horarios escolares o la resolucién de sudokus, surge la necesidad de distinguir
elementos conectados entre si mediante ¢olores”. Esta idea intuitiva estd en el corazon de la
teoria de coloracion de grafos.

El objetivo es sencillo de enunciar: queremos asignar colores a los vértices de un grafo
de forma que vértices adyacentes (es decir, conectados por una arista) no compartan el
mismo color. Pero como veremos, este problema encierra una profunda riqueza matemaética
y computacional.

Una coloracién de un grafo simple G = (V, E) es una asignacién de colores a los
vértices de G tal que ningun par de vértices adyacentes recibe el mismo color.

Es evidente que podemos colorear cualquier grafo simple con n vértices utilizando n
colores diferentes, asignando un color distinto a cada vértice. No obstante, en la mayoria de
los casos, esta cantidad resulta excesiva: muchos grafos permiten una coloracion vélida con
un numero significativamente menor de colores.

A continuacién se muestran dos ejemplos de coloracién:

Ejemplos de coloraciones

\ J

En el primer caso se utilizan cinco colores distintos; en el segundo, solo tres. Esto nos
lleva a una nocién central en teoria de grafos: el nimero cromatico.

5.23.1. Numero cromatico

El niimero cromatico de un grafo G, denotado x(G), es el menor nimero de colores
necesario para colorear G de modo que vértices adyacentes tengan colores distintos.

El nimero cromatico permite clasificar grafos segin su complejidad estructural. Por ejem-
plo:

= Un grafo sin aristas tiene niimero cromatico y = 1.
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= Un grafo bipartito tiene y = 2.
= Un ciclo impar tiene xy = 3.

= Un grafo completo K, tiene x = n.

Ejemplos de nimero cromatico

32 8%

En el primer grafo (un ciclo par), el nimero cromdtico es x = 2. En el segundo grafo, se
requieren tres colores: y = 3.

5.23.2. Aplicacion: Programacion de examenes

La Escuela asigna un bloque de tres horas para el examen final de cada ramo. ;Cudl es
la menor cantidad de bloques que puede asignar, de tal manera que los alumnos no tengan
tope entre los examenes de los distintos ramos en los que estan inscritos?

Base de
datos

Algoritmos

La respuesta estd dada por el niimero cromético del grafo de incompatibilidad, donde los
nodos representan los ramos, y dos nodos son adyacentes si y solo si tienen algiin alumno en
comun.

5.23.3. Aplicacion: Pintando mapas

., Cudl es la minima cantidad de colores que son necesarios para pintar el siguiente mapa
si las regiones limitrofes deben tener distinto color?
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La respuesta esta dada por el nimero cromatico del grafo de la derecha, donde cada
vértice representa una region y dos vértices estan conectados si las regiones que representan
son limitrofes.s.

5.24. Grafos planares

El estudio de coloraciones minimas esta fuertemente ligado a las propiedades geométricas
de los grafos, en particular, a su representacion en el plano.

Un grafo es planar si y solo si puede dibujarse en el plano sin que sus aristas se crucen.

Una representacion planar de un grafo divide al plano en regiones, que son las zonas
delimitadas por las aristas del grafo cuando este se dibuja en el plano sin cruces. Entre estas
regiones siempre se encuentra una regién no acotada o exterior, que rodea completamente al
dibujo.

Cada vez que una arista o conjunto de aristas encierran una parte del plano sin cruzarse
entre si, forman una region distinta. El nimero de regiones en una representaciéon planar
depende de como se conecta el grafo y cuantas aristas y vértices contiene, pero no de como
se dibuje, siempre que sea una representacion planar valida.

Estas regiones son clave en el estudio topoldgico de grafos, ya que permiten aplicar la
formula de Euler. También son ttiles en aplicaciones como mapas o circuitos, donde evitar
cruces mejora la claridad y funcionalidad del diseno.
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Ejemplo

La siguiente representacion planar divide el plano en 6 regiones:

Ry
R

Ry

Rg
Rs

5.24.1. Aplicacion: Diseno de circuitos eléctricos

Una aplicacién fundamental de los grafos planares se encuentra en el diseno de circuitos
eléctricos y microprocesadores. En estos contextos, los componentes electronicos y sus cone-
xiones se modelan mediante grafos, donde los vértices representan nodos de conexién y las
aristas los conductores o enlaces fisicos.

Para minimizar costos y evitar interferencias, es crucial que el diseno del circuito sea
planar, es decir, que las conexiones puedan trazarse en una sola capa sin que se crucen. Si
un grafo no es planar, se requieren capas adicionales o el uso de tecnologia mas costosa para
separar conexiones cruzadas.

R R

R

R (3

Este problema motiva algoritmos para el reconocimiento de grafos planares y su embebido
en el plano.

5.24.2. Foérmula de Euler

Leonhard Euler descubrié una relacién entre el niimero de vértices, aristas y regiones en
cualquier grafo planar, conexo y sin multiples aristas ni lazos. Esta relacién es conocida como
la féormula de Euler.
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Sea G = (V, E) un grafo simple, conexo y planar. Sea r el nimero de regiones en una
representacion planar de GG. Entonces:

r=|E|—|V|+2

Esta formula es valida para cualquier representacion planar del grafo, sin importar su
disposicion geométrica especifica.

Demostracion. La demostracion se realiza por induccion sobre el nimero de aristas. Cons-
truimos una secuencia de subgrafos planares:

G1,Ga,...,Gig
donde cada Gj;; se obtiene al agregar una arista de G a G, de forma que se mantenga la

conexidad. Como G es conexo, siempre podemos agregar una arista que se conecte con los
vértices ya presentes.

Demostraremos por induccién que todo G; = (V;, E;) cumple:
rj = |Ej| = Vi +2

siendo 7; el nimero de regiones de su representacién planar.

Caso base: (G; tiene una sola arista y dos vértices. Como no encierra ninguna region,
r=1,y:
rn=1=1-2+2=1v

Paso inductivo: Al agregar una nueva arista, se presentan dos casos:
(1) Siune dos vértices ya presentes, crea una nueva region: rj41 =7r;+1, ;1 = E;j+ 1y
Vin =Vj.
T = Bl = Vial + 2.
(2) Siintroduce un nuevo vértice, no crea regiones: 741 =715, Ejy1 = Ej+1y Vi = Vi+1.
i = [Eja] = [Vial + 2.
En ambos casos se mantiene:

ris = Bl = Vil +2 v

Por lo tanto, por induccién, la férmula se cumple para G. [
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Ejemplo de Férmula de Euler

En el grafo del ejemplo anterior:
» Numero de vértices: |V| =8
= Numero de aristas: |E| = 12
= Numero de regiones: r = 6
Verifiquemos la férmula:
r=|E|-|V|+2=12—-842=6 V

La férmula se cumple.

5.24.3. Corolarios de la formula de Euler

El primer corolario que estudiaremos establece una cota superior para el niimero de arcos
de un grafo planar.

Si G es un grafo simple, conexo y planar con |V| > 3, entonces:

|E] <3[V]-6

El siguiente corolario establece una condiciéon necesaria de planaridad.

Todo grafo simple, conexo y planar tiene al menos un vértice de grado a lo sumo 5.

Ejercicios propuestos

1. Demostrar que el grafo completo K5 no es planar.

2. Sea GG un grafo simple y planar con 9 vértices. ;Cudl es el maximo nimero posible de
aristas que puede tener?

3. Da un ejemplo de un grafo conexo que cumple |E| < 3|V| — 6 pero no es planar. ;Es
esto posible?

4. *Demuestra que el grafo bipartito completo K33 no es planar, utilizando una variante
del Corolario 1 para grafos con ciclos de longitud > 4.
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5.25. Teorema de los Cuatro Colores

Uno de los resultados mas sorprendentes y célebres de la teoria de grafos es el llamado
Teorema de los Cuatro Colores. Este surge al estudiar la coloracion de grafos planares.

La respuesta, aunque simple, tardé mas de un siglo en ser formalmente demostrada.

Sea GG un grafo simple, conexo y planar. Entonces:
X(G) <4

Es decir, todo grafo planar puede ser coloreado usando a lo sumo cuatro colores.

\. J

Este resultado implica que cualquier mapa, por complejo que sea, puede colorearse con
cuatro colores de modo que regiones adyacentes no compartan el mismo color.

Breve historia del teorema

La conjetura fue planteada en 1852 por Francis Guthrie. A pesar de multiples intentos
fallidos de demostracion, no fue hasta 1976 que Kenneth Appel y Wolfgang Haken lograron
una prueba definitiva, aunque controversial, utilizando asistencia computacional.

La idea de la demostracion. Appel y Haken demostraron que no puede existir un con-
traejemplo minimal al teorema. Para ello, redujeron la verificacion a 1.936 configuraciones
criticas, las cuales fueron examinadas mediante un algoritmo computacional que corrié du-
rante cientos de horas.

La parte tedrica de su demostraciéon ocupa mas de 500 paginas, con andlisis manual de
contra-contra-ejemplos. Muchos de estos fueron revisados por el propio hijo de Haken.

El método de demostracion generé debate en la comunidad matemética por dos razones.
Primero, una parte clave de la prueba fue verificada tinicamente por computadora, lo que
en su momento generaba desconfianza. Segundo, la porciéon escrita a mano era demasiado
extensa y engorrosa para que alguien la verificara por completo.

Segunda prueba (Robertson et al., 1997) En 1997, Robertson, Sanders, Seymour y
Thomas publicaron una nueva prueba del Teorema de los Cuatro Colores en la revista Journal
of Combinatorial Theory. Esta sigue la misma estrategia general de Appel y Haken, pero con
importantes mejoras, por ejemplo, el nimero de configuraciones se redujo a 633.

Estado actual. Hasta hoy, no se conoce una demostracién del teorema que pueda ser
completamente verificada sin asistencia computacional. Aun asi, el resultado se acepta uni-
versalmente como verdadero, y marca un hito en el uso de computadoras para la demostracion
matematica.
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5.25.1. Teoremas de coloracion débil para grafos planares

Ademas del Teorema de los Cuatro Colores, existen versiones més accesibles que se pueden
demostrar con técnicas elementales.

Sea G un grafo simple, conexo y planar. Entonces:

xX(G) <6

Demostracion. Por induccion en el nimero de vértices n.
Caso base: Para n < 6, coloreamos cada vértice con un color distinto.

Hipétesis inductiva (HI): Supongamos que todo grafo planar con n — 1 vértices es
6-colorable.

Sea GG un grafo planar con n vértices. Por el Corolario del Teorema de Euler, existe un
vértice v de grado a lo sumo 5.

Eliminamos v y sus aristas incidentes. El grafo restante tiene n—1 vértices y es 6-colorable
por HI.

Entonces podemos colorear v con un color distinto al de sus (a lo sumo) 5 vecinos. [

Sea GG un grafo simple, conexo y planar. Entonces:

X(G) <5

Demostracion. La demostracién también se basa en induccién, pero requiere andlisis mas
delicado sobre como intercambiar colores entre vecinos de un nodo v de grado 5.

Caso base: Todo grafo planar con n < 5 es trivialmente 5-colorable.

Hipétesis inductiva (HI): Todo grafo simple, conexo y planar con n — 1 vértices es
5-colorable.

Sea G un grafo con n vértices. Por el Corolario del Teorema de Euler, existe un vértice
v de grado a lo sumo 5. Eliminamos v y sus aristas incidentes. Por HI, el grafo restante se
puede colorear con 5 colores.

Si v tiene menos de 5 vecinos, al menos un color esta disponible para colorearlo. El caso
critico ocurre cuando v tiene exactamente 5 vecinos con 5 colores distintos.
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Sea w1, Vg, U3, V4, V5 los vecinos de v, cada uno con un color distinto. Si en el subgrafo
inducido por los vecinos, dos vértices con colores rojo y amarillo (digamos v y v3) estan
en componentes diferentes, se puede intercambiar rojo y amarillo en el componente de vy,
liberando un color para v.

@) = @ \
*IQ 2
( vi \ f V3 J
s Fe.

Si hay un camino entre v; y vs, se puede intentar intercambiar otros pares de colores,
como verde y azul:

—

~ O o
Q@
1 F_./'H'(‘
® |
T s e

(v

E

En el caso extremo en que hay caminos entre v; y vz, y también entre vy y vy, los caminos
deben cruzarse. Esto contradice la planaridad del grafo:
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Por lo tanto, uno de los intercambios de colores es siempre posible, y v puede ser coloreado
con un color distinto a sus vecinos. Esto completa la prueba. O

5.26. Arboles

5.26.1. Motivacion e historia

Los arboles son estructuras fundamentales en matematicas discretas y ciencias de la
computacién. Representan relaciones jerarquicas y son usadas en estructuras de datos, algo-
ritmos, lenguajes de programacion, bases de datos y mas.

El término “arbol” fue introducido por Arthur Cayley en el siglo XIX para contar es-
tructuras moleculares. Desde entonces, se ha convertido en un concepto central en teoria de
grafos.

5.26.2. ;Qué es un arbol?

Un arbol es un grafo no dirigido que es conezo y aciclico. Es decir, existe un camino
entre todo par de vértices, y no contiene ciclos simples.

Observacion: Todo érbol debe ser necesariamente un grafo simple (es decir, sin lazos ni
aristas paralelas).
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5.26.3. Ejemplos y contraejemplos

(Cuales de los siguientes grafos son arboles?

@) @@ @'Z @ Z
©, G 6' ® G ®

5.26.4. Aplicaciones de los arboles

Los arboles son tutiles en multiples contextos, como se muestra a continuacion:

» Bisqueda y ordenamiento: Los drboles binarios de bisqueda (BST) permiten or-
ganizar datos de forma que cada nodo tiene a lo sumo dos hijos. El hijo izquierdo
contiene valores menores y el derecho, mayores. Esto permite biisquedas, inserciones y
eliminaciones en tiempo promedio O(logn), si el arbol estd balanceado. Son usados en
estructuras de datos como sets, maps y en bases de datos.

= Compresion de datos: El algoritmo de Huffman construye un arbol binario donde
cada hoja representa un simbolo, y la ruta desde la raiz define su cédigo binario. Los
simbolos mas frecuentes tienen cédigos mas cortos, minimizando la longitud promedio
del mensaje. Estos arboles son fundamentales en formatos como JPEG, MP3 y ZIP.

= Modelado de juegos: En teoria de juegos, los arboles modelan todos los posibles
estados y jugadas. Cada nodo representa un estado, y las ramas, movimientos. Son
esenciales en juegos como ajedrez o tic-tac-toe. Algoritmos como minimax y poda alfa-
beta operan sobre estos arboles para decidir jugadas éptimas.

Figura: Arbol de decisiones del juego Tic-Tac-Toe.



168

s Estructuracion de informacion: Formatos como XML y JSON representan infor-
macién anidada de forma jerarquica usando arboles. Cada nodo es una etiqueta o clave,
y sus hijos representan contenido anidado. Esto facilita la consulta (e.g. con XPath),
la transformacién, y la validacién de documentos.

= Representacion de decisiones: En machine learning, los arboles de decision mode-
lan decisiones mediante tests secuenciales sobre los datos. Cada nodo representa una
pregunta; las ramas, respuestas posibles; y las hojas, una prediccién. Son la base de
modelos como CART, Random Forest y XGBoost, destacandose por su interpretabili-
dad.

flour ingredient

<17.8 >17.8

cheese

>1.98

0.065 0.172 0.174 0.236

Figura: Arbol de regresion con tres predictores (harina, azicar y queso), utilizado para clasificar
paises sequn su consumo y predecir prevalencia de obesidad en cuatro grupos distintos. Fuente:
Dunstan, J., et al. (2020). Predicting nationwide obesity from food sales using machine learning.

5.26.5. Caracterizaciones alternativas

A primera vista, la definicién de arbol puede parecer un tanto arbitraria: un grafo que
es conexo y aciclico. Pero, jpor qué esas dos condiciones en particular? Para responder esta
pregunta, es 1til considerar qué implican esas propiedades en términos de la estructura del
grafo.

Conexidn significa que hay un camino entre cada par de nodos. Es decir, el grafo debe
tener suficientes aristas para mantener todos los vértices conectados en una sola componente.
Por otro lado, no tener ciclos nos obliga a restringir el nimero de conexiones: no puede
haber mas aristas que las necesarias, porque cualquier exceso podria cerrar un ciclo.

Los arboles, entonces, se sitian exactamente en el punto de equilibrio entre tener sufi-
cientes aristas para ser conexos, pero no tantas como para crear ciclos. Este balance permite
que muchas propiedades estructurales equivalentes emerjan, como veremos en el siguiente
teorema.
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Teorema

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Las siguientes propiedades son equivalentes:
1. G es un arbol;
2. G contiene un unico camino simple entre cada par de nodos distintos;

3. G es conexo y |E| =|V|—1.

Demostraciones

1 = 2: Sea u y v vértices distintos de G. Como G es un arbol, es conexo y por lo tanto
existe un camino simple que los conecta.

Supongamos que hay dos caminos simples distintos entre u y v: C y Cy. Esto implicaria
la existencia de un ciclo simple en G, contradiciendo la hipdtesis.

Si divergen antes de finalizar, los caminos generan un ciclo entre el primer punto de
divergencia x y el de reencuentro y:

Ch

2 = 1: Por hipdtesis, existe un tinico camino simple entre cada par de nodos. Esto implica
que G es conexo. Supongamos ahora que G contiene un ciclo simple. Entonces, entre dos
nodos de ese ciclo hay méas de un camino simple, contradiciendo la unicidad. O

1 = 3: Demostracién por induccién fuerte sobre |E|.
HI: Para todo arbol con |F| < d, se cumple |E| = |V] — 1.

Consideremos un arbol cualquiera G con |E| = d + 1. Sea G \ a el grafo que se forma
quitando de G la arista a tal que el drbol no es conexo, i.e., G\ a = G; UGy, donde Gy y
(G5 son arboles con no més de d aristas. Por la caracterizacion 2, toda arista es esencial: si se
elimina, el grafo se desconecta.

Aplicamos a G; y G la HI: |E(G;)| = |Vi] — 1 y sumando obtenemos |E| — 1 = (|V4| —
1)+ (|Va] = 1) = |V| — 2, por lo tanto |E| = |V| — 1. O

3 = 1: Supongamos que G es conexo y |E| = |V|—1, pero que contiene un ciclo. Eliminamos
una arista del ciclo. El nuevo grafo G’ sigue siendo conexo pero ahora tiene |E| < |[V|—1, lo
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cual es imposible.

De hecho, todo grafo conexo debe tener al menos |V|—1 aristas, pues de lo contrario
no es posible conectar todos los vértices. O

5.26.6. Arboles con raiz

En muchas aplicaciones es 1util distinguir un nodo particular como la raiz del arbol. A
menudo, en los arboles con raiz se orientan las aristas para que apunten lejos de la raiz.

Terminologia basica

Sea T un arbol con raiz v:

= Kl padre de un nodo u # v es el vértice desde el cual se llega a u por una arista
dirigida. A su vez, u es un hijo de ese vértice.

= Dos nodos son hermanos si tienen el mismo padre.

s [Los ancestros de u son los nodos en el camino desde w hacia la raiz. Sus descendientes
son los nodos que tienen a u como ancestro.

» Una hoja es un nodo sin hijos; los demas se llaman internos.
= La altura del arbol es la longitud del camino méas largo desde la raiz hacia cualquier

hoja.

5.26.7. Arboles m-arios

A veces interesa restringir la cantidad de hijos que puede tener un nodo.

Un drbol con raiz es m-ario (m > 1) si cada nodo interno tiene a lo més m hijos. Es
completo si todos los nodos internos tienen exactamente m hijos.
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Propiedades fundamentales

Teorema

» Si T es un 4rbol m-ario de altura h, entonces tiene a lo sumo m” hojas.

= Si T es un arbol m-ario completo con ¢ nodos internos, entonces tiene m -7 + 1
nodos en total.

Ejercicios

P1 Sea GG un grafo no dirigido. Probar que G es un arbol si y sélo si G es conexo, pero sacarle
cualquier arista lo vuelve disconexo.

Demostracién.

= Asuma que G = (V, FE) es un arbol. Queremos probar que quitar cualquier arista lo
desconecta.

Como G es un arbol, es conexo por definicion.

Supongamos por contradiccién que existe una arista e € FE tal que el grafo G' =
(V, E\ {e}) sigue siendo conexo.

Entonces G’ serfa un grafo conexo y sin ciclos (porque G no tenia ciclos y quitar una
arista no puede crear uno), es decir, también un &rbol.

Pero entonces: |E| = |V|—1y |E\ {e}| = |V]| — 2, lo que contradice la caracterizacién
3.

<  Asuma que G = (V| E) es conexo, y que quitar cualquier arista lo desconecta. Queremos
probar que G no tiene ciclos simples.

= Supongamos por contradiccion que G contiene un ciclo simple C.

= Entonces podemos quitar una arista de C' y el grafo seguiria siendo conexo, ya que los
vértices del ciclo seguirian conectados por el resto del ciclo.
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= Esto contradice la hipdtesis de que quitar cualquier arista desconecta G.

P2 Demuestra que cualquier arbol es un grafo bipartito.

Demostracion. Como 7' es un arbol, no contiene ciclos. Vamos a demostrar que 7" es bipar-
tito, es decir, que su conjunto de vértices V' se puede dividir en dos subconjuntos disjuntos
Vi v V5 tal que ninguna arista conecta dos vértices dentro del mismo subconjunto.

Elegimos un vértice arbitrario v € V y definimos Vi como el conjunto de vértices a
distancia par de v y V5 como aquellos a distancia impar.

Como T es un grafo sin ciclos, la distancia entre dos vértices cualesquiera esta bien
definida y tnica. Toda arista conecta dos vértices cuyas distancias respecto a v difieren en
exactamente 1 (ya que no hay ciclos), por lo que nunca une dos vértices ambos en V; ni
ambos en V5.

Por lo tanto, T' es bipartito. O

P3 Ecuentre el nimero de arboles no isomodrficos con 5 vértices

5.27. Arboles Generadores

5.27.1. Motivacion: Conectividad Minima

Supongamos que tenemos una red vial entre varias ciudades, en la que todas las rutas
son caminos de tierra. Queremos pavimentar la menor cantidad posible de caminos, de modo
que sea posible viajar entre cualquier par de ciudades usando sélo caminos pavimentados.

)
1\
)
1\

)
1\
)
1\

Pregunta: ;Cudl es la minima cantidad de caminos que deben pavimentarse?

La respuesta estd dada por encontrar un subgrafo que conecte todas las ciudades (vértices)
y no tenga ciclos. Este subgrafo es un arbol generador del grafo original.
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Un arbol generador de un grafo G = (V, E) es un subgrafo T'= (V, E’) tal que:
» T contiene todos los vértices de G, es decir, V(T') = V(G).

= T es un arbol: esta conectado y no contiene ciclos.

Este tipo de subgrafo no es tinico: un mismo grafo puede admitir multiples arboles ge-
neradores diferentes, dependiendo de qué aristas se elijan para mantener la conectividad y
evitar los ciclos.

Ejemplo: Dos arboles generadores distintos del mismo grafo.

Aplicacion: Recorrido Eficiente

Una aplicacién clave de los arboles generadores es la de recorrer todos los vértices de
un grafo de forma eficiente. Por ejemplo, un rastreador web (web crawler), que recolecta
datos para un motor de busqueda, necesita visitar todos los documentos conectados por
hipervinculos. Para lograrlo de manera eficiente, puede construirse un arbol generador del
grafo de enlaces: este arbol permite visitar cada nodo exactamente una vez, garantizando asi
un recorrido completo en tiempo lineal respecto al ntimero de vértices.

5.27.2. Caracterizacién de Grafos que Admiten Arbol Generador

Una vez comprendida la nocién de arbol generador y su importancia para garantizar
conectividad minima sin redundancia, surge una pregunta natural: jqué condiciones debe
cumplir un grafo para que sea posible extraerle un arbol generador?
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Un grafo G' admite un arbol generador si y sélo si es conexo.

Demostracién. (=) Si G tiene un arbol generador, entonces G' debe ser conexo, porque un
arbol conecta todos los vértices por definicion.

(<) Sea G un grafo conexo. Si G ya es un arbol, entonces el resultado es inmediato. Si
G no es un arbol, entonces contiene al menos un ciclo simple. Podemos remover una arista
de ese ciclo sin desconectar el grafo (porque sigue existiendo un camino entre los extremos
de esa arista usando el resto del ciclo).

Repetimos este proceso mientras haya ciclos: eliminamos una arista de algin ciclo simple.
Este proceso debe terminar porque G tiene un nimero finito de aristas, y cada vez eliminamos
una. El resultado final es un subgrafo conexo sin ciclos, es decir, un arbol generador de G. [

5.27.3. Construccién de Arboles Generadores

La prueba anterior nos entrega un procedimiento para construir arboles generadores. Sin
embargo, este método no es muy eficiente, ya que requiere identificar ciclos simples dentro
del grafo. Afortunadamente, existen algoritmos mas eficientes y ampliamente utilizados en la
practica para este propodsito. Los mas conocidos son:

» DFS (Depth First Search): bisqueda en profundidad.

» BFS (Breadth First Search): bisqueda a lo ancho.

Bisqueda en Profundidad (DFS)

Dado un grafo no dirigido simple G, el algoritmo DFS parte desde un vértice inicial y
avanza lo mas lejos posible por cada rama antes de retroceder (backtracking). De esta forma,
se construye un camino largo sin repetir vértices hasta que ya no se pueda continuar, y luego
se regresa al nodo anterior para explorar otras ramas.
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Algoritmo DFS

DFS(G grafo conectado con vértices vy, vy, ..., v,):
T := arbol que contiene solo el vértice v,
visita(vy)
visita(v vértice de G):
Para cada vértice w adyacente a v y no en T" hacer

agregar w y la arista (v,w) a T'

visita(w)

Complejidad del DFS

» Cada vértice v es visitado exactamente una vez: se llama al procedimiento visita(v)
cuando v se encuentra por primera vez.

» Cada arista se examina como maximo dos veces: una desde cada uno de sus extremos.

» Por lo tanto, DFS tiene complejidad temporal O(e) en representacion por listas de
adyacencia, o O(n?) en representacién por matrices, donde n es el niimero de vértices
y e el numero de aristas.

Bisqueda a lo Ancho (BFS)

El algoritmo de busqueda a lo ancho (BFS) también permite construir arboles generado-
res en grafos conexos. A diferencia del DFS, que explora lo més profundo posible antes de
retroceder, el BF'S explora todos los vecinos inmediatos de un nodo antes de continuar con
los vecinos de esos vecinos, nivel por nivel.

Y. N
s / N
’ I Y
1, 2, \3
¢/ Y A
® ® @
] \
4. 5/ '8
\ | i
\ A ¥
@ @ @&
\
\
Y
7~



176

Algoritmo BFS

BFS(G grafo conectado con vértices vy, vg, ..., vy,):
T := arbol que contiene solo el vértice v,
() := cola que contiene inicialmente solo v,
Mientras () no esté vacia hacer:

v := extraer primer elemento de )
Para cada vértice w adyacente a v y no en 7" hacer

agregar w y la arista (v,w) a T

insertar w al final de )

Complejidad del BFS

De manera andloga al anélisis de DF'S:

s Cada vértice se visita exactamente una vez.

» Cada arista se examina como maximo dos veces: una vez desde cada uno de sus extre-
mos.

= Por lo tanto, el algoritmo BF'S también tiene una complejidad de O(e) en representacién
con listas de adyacencia, o O(n?) con matrices de adyacencia, siendo n el niimero de
vértices y e el numero de aristas.

5.27.4. Ejercicios Propuestos

= Ejercicio: Describa los arboles generadores producidos por los algoritmos DFS y BFS
en una rueda W,,, comenzando por el vértice central.
Una rueda W,, es un grafo con n vértices que se forma conectando un tinico vértice a
todos los vértices de un ciclo-(n — 1).

» Ejercicio: Describa los arboles generadores producidos por los algoritmos DFS y BFS
en un grafo completo K.

» Ejercicio: Sean Ty T" dos arboles generadores del mismo grafo simple G. Asuma que
existe un arco e en T que no pertenece a T'. Demuestre que existe un arco ¢’ en T” tal
que € no estd en T, y tal que T continta siendo un spanning tree si le sacamos a e y le
agregamos a €', y T" continda siendo un spanning tree si le sacamos a €’ y le agregamos
a e.
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5.28. Arboles Generadores de Costo Minimo

5.28.1. Definiciéon y Motivacion

Si un grafo G tiene costos asociados a cada arista, un problema natural es encontrar un
arbol generador de peso minimo. Esto significa hallar un subconjunto aciclico de aristas
que conecte todos los vértices y cuya suma de pesos sea minima.

Dado un grafo simple GG, un arbol generador de peso minimo es un arbol generador
de G tal que la suma de los pesos de sus aristas es minima.

Hay dos algoritmos clasicos para encontrar arboles generadores minimos: Prim y Krus-
kal.

5.28.2. Algoritmo de Prim

Algoritmo de Prim

Dado un grafo simple G = (V, E), n = |V, calcular el arbol de costo minimo como
sigue:

1. Escoger el arco de menor peso e incluirlo en el arbol.

2. Repetidamente escoger el arco de menor peso incidente a un vértice existente del
arbol, sin formar ciclos.

3. Repetir hasta obtener n — 1 aristas.




178

5.28.3. Algoritmo de Kruskal

Algoritmo de Kruskal

Dado un grafo simple G = (V, E), n = |V|, calcular el drbol de costo minimo como
sigue:

1. Ordenar las aristas por peso creciente.
2. Anadir aristas una a una al arbol si no forman ciclos.

3. Detenerse al obtener n — 1 aristas.
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5.28.4. Correctitud de los algoritmos

Tanto Prim como Kruskal garantizan encontrar un arbol generador de peso minimo. Sus
demostraciones se basan en el principio del intercambio: si una arista no esta en el arbol
minimo pero puede reemplazar otra sin aumentar el peso total, entonces el nuevo arbol sigue
siendo minimo.

Dado un grafo simple G = (V, E) de n = |V/| vértices y e = |E| arcos, el algoritmo de
Prim encuentra un arbol generador de peso minimo.

Demostracion. Mostraremos la correctitud del algoritmo de Prim usando induccién ma-
tematica. Sea T' el conjunto de aristas seleccionadas por el algoritmo de Prim en cada itera-
cién, y sea M un arbol generador minimo (MST).

Hipétesis inductiva: Después de cada iteracion, el arbol parcial T es un subgrafo de
algun MST M.

Caso base: Al inicio, T' = (), por lo tanto T" es un subgrafo de cualquier MST.

Paso inductivo: Supongamos que antes de una iteracién, el arbol parcial T" es subgrafo
de un MST M. Sea e = (u,v) la arista que el algoritmo de Prim selecciona para agregar a T
en esta iteracién. Como Prim solo anade aristas que conectan un vértice en 7' con uno fuera,
entonces e conecta 1" con el resto del grafo.

» Sie € M, entonces T'U {e} sigue siendo subgrafo de M, y la hipdtesis se mantiene.
= Sie ¢ M, entonces al agregar e a M se forma un ciclo, ya que M es un arbol.

= En ese ciclo, debe existir otra arista f que también conecta un vértice en T' con otro
fuera de T'.

» Como Prim eligié e en vez de f, debe cumplirse que w(e) < w(f).

» Al eliminar f del ciclo y agregar e, obtenemos un nuevo arbol generador M’ cuyo peso
total es menor o igual al de M, y que contiene a T'U {e}.

Por lo tanto, por induccién, el arbol construido por Prim es un subgrafo de algin MST en
cada paso, y al finalizar tiene n — 1 aristas y conecta todos los nodos. Asi, el arbol resultante
es un MST.

O

Dado un grafo simple G = (V, E) de n = |V/| vértices y e = |E| arcos, el algoritmo de
Kruskal encuentra un arbol generador de peso minimo.
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