1.3. Equivalencia, expresividad y satisfacibilidad

En esta seccion recordaremos y veremos algunas propiedades tutiles de la logica proposicional.

1.3.1. Equivalencias

Comenzaremos recordando la nociéon de equivalencia entre formulas proposicionales. Intuitivamente,
dos férmulas proposicionales son equivalentes si tienen el mismo contenido seméntico, es decir, si
para cualquier valuacion de sus variables, ambas férmulas evaltian al mismo valor de verdad.

Definicion. Dos formulas proposicionales bien formadas vy £ son equivalentes si para toda
valuacion v de sus variables se cumple 0(«) = 9(8). Denotaremos esto como «a = 3.

Notemos que podemos describir la equivalencia de varias maneras: a = [ si a <> [ es una
tautologiaosia E By B FE a.

Recordaremos algunas equivalencias clésicas de la logica proposicional. Usaremos el simbolo T
para denotar una tautologia y recordemos que usamos el simbolo L para denotar una contradiccion.

Proposicion (Equivalencias clasicas). Sean «, 3, formulas bien formadas. Tenemos las

siguientes equivalencias:
o AT =« (Identidad del A)
» aVl=o« (Identidad del V)
maNl=1 (Anulacion del A)
maVT=T (Anulacion del V)
» aANS=F A (Conmutatividad del A)
» aV=6Va (Conmutatividad del V)
s (aAB)AY=aA(BAY) (Asociatividad del A)
s (aVpB)Vy=aV(6Vy) (Asociatividad del V)
maAN(BVY)=(aAB)V(aAYy) (Distributividad del A sobre el V)
maV(BAY)=(aVP)A(aVy) (Distributividad del V sobre el A)
» ~(aAf)=-aV g (De Morgan)
» ~(aVp)=-aAN-f (De Morgan)
s a—>f=-aV (Caracterizacion de la implicancia)

Notemos que cada equivalencia nos da dos reglas de inferencia adicionales, una para cada direc-
cion de la equivalencia.



Ejemplo. La equivalencia de De Morgan —(a A ) = —a V = nos da las siguientes reglas de
inferencia:

» Si hemos demostrado —(a A (3), entonces podemos concluir —a V —f.

» Si hemos demostrado —« V =3, entonces podemos concluir —=(a A ).

Ejemplo. Demostremos {—(p A ¢),p} F —¢ usando la equivalencia de De Morgan como regla de
inferencia.

1. =(p A q) (Premisa)
2. p (Premisa)

3. =pV —q (De Morgan, aplicada a 1)

4. —p (Supuesto temporal: caso 1 de la disyuncion)
5. p A —=p (A-introduccion, utilizando 2 y 4)

6. L (L-introduccion, en 5)
7

. —q (L-eliminacion, en 6)
8. —¢ (Supuesto temporal: caso 2 de la disyuncion)

9. —q (V-eliminacion, utilizando 3 y los bloques 4-7 y 8)

1.3.2. Funciones booleanas y expresividad

La logica proposicional tiene una intima relacién con las funciones booleanas. La potencia cartesiana
A" denota el conjunto de todas las n-tuplas de elementos de A. Una funcién booleana es una funciéon
f:{0,1}" — {0, 1}, es decir, una funcién que toma n bits de entrada y devuelve un bit de salida.
Por ejemplo, la funcion A: {0,1}2 — {0, 1} que representa la conjuncién es una funciéon booleana.
De hecho, cada féormula proposicional con n variables proposicionales puede ser vista como una
funcion booleana de n variables. Por ejemplo, la formula (p A ¢) V r puede ser vista como la funcion
booleana f(p,q,7) = (p A q) V.

. Pueden todas las funciones booleanas ser representadas por una férmula proposicional? Note-
mos que cada funciéon booleana puede ser representada por una tabla de verdad, esto es simplemente
listar todas las combinaciones de entrada y su correspondiente salida.

Ejemplo. Consideremos la funcion booleana f: {0,1}* — {0,1} dada por la siguiente tabla de
verdad:

f(p,q,7)
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.Qué formula proposicional representa esta funcion booleana? Notemos que esta funcion boolea-
na devuelve 1 para las siguientes combinaciones de entrada: (0,0,1), (1,0,0) y (1,1,0). Es decir,
f(p,q,7) = 1siysolosi(p,gqr) e {00,1),(1,0,0),(1,1,0)}. Por lo tanto, podemos representar
esta funcion booleana de la siguiente manera:

fp,q,r) = (=pA=gAT)V (pA=gA=T)V(PAgA-T).

La formula que resultdé del ejemplo anterior tiene una forma especial: es una disyuncion de
conjunciones de variables (o sus negaciones). Esto se conoce como la forma normal disyuntiva de
una, férmula proposicional.!

Definicién. Una férmula proposicional esté en forma normal disyuntiva si es una disyuncion
de conjunciones de variables proposicionales o sus negaciones.

Podemos generalizar el razonamiento del ejemplo anterior para obtener lo siguiente.

Teorema. Toda funcién booleana f: {0,1}" — {0, 1} puede ser representada por una for-
mula proposicional en forma normal disyuntiva.

Demostracion. Sea f: {0,1}" — {0, 1} una funcién booleana con n > 1 entradas py,...,p,. Para
cada a = (ay,...,a,) € {0,1}" tal que f(a) = 1, definamos

—p; sia; =0,

&-(a)—{pi e =1 o @) Aba) A A L),

Notemos que C, evalta a 1 bajo una valuaciéon v si y solo si

(v(pl), . ,v(pn)) = a.

» Caso 1: f no es la funcion constante 0. Luego, existe al menos un a € {0, 1}" tal que f(a) = 1.
Sean aV; ..., a® todos los elementos de {0, 1}" tales que f(a'9)) = 1. Consideremos la formula
en forma normal disyuntiva

Q= Ca(l) V Ca(z) VeV Ca(k).

Veamos que ¢ representa a f. Sea v una valuaciéon de las variables proposicionales py, ..., p,.

Si f(v(p1),...,v(pn)) = 1, entonces (v(py),...,v(p,)) = a¥) para algin j € {1,...,k}, y por
lo tanto 0(C,;)) = 1, con lo que 0(¢) = 1. Por otro lado, si f(v(p1),...,v(pn)) = 0, entonces

(v(p1), .- v(py)) & {aW,...,a®}, vy por lo tanto ©(C,;)) = 0 para todo j € {1,...,k}, con
lo que 9(¢) = 0.

= Caso 2: f es la funcién constante 0. En este caso, la formula p; A —p; representa a f y esta
en forma normal disyuntiva. O]

Notemos que la féormula obtenida a partir de la tabla de verdad no es tunica: por ejemplo,
podemos aplicar equivalencias para obtener férmulas equivalentes. A pesar de esto, concluimos algo
interesante: toda funcién booleana puede ser representada usando tnicamente los operadores A, V

y -

L(Otra forma normal comiin es la forma normal conjuntiva, que es una conjuncién de disyunciones.)



Definicién. Un conjunto de operadores es funcionalmente completo si pueden ser usados
para representar cualquier funcién booleana.

En este lenguaje, tenemos lo siguiente.

Corolario. El conjunto de operadores {A, V, =} es funcionalmente completo.

Notemos que existen otros conjuntos de operadores que también son funcionalmente completos.
Para ver esto, basta con mostrar que estos operadores “simulan” los operadores de otro conjunto
funcionalmente completo.

Ejemplo. El conjunto de operadores {A, -} es funcionalmente completo. ;Por qué? Notemos que
podemos simular el operador V usando tinicamente A y —:

aV p=-(-aA-pb).

Por lo tanto, podemos representar cualquier funciéon booleana utilizando tnicamente A y —: primero
representamos la funciéon booleana usando A, V y =, y luego reemplazamos cada ocurrencia de V
por su equivalente en términos de A y —.

1.3.3. Satisfacibilidad

Una de las propiedades mas interesantes de las féormulas proposicionales es la de satisfacibilidad.

Definicién. Una férmula proposicional « es satisfacible si existe una valuacion v de sus
variables tal que v(a) = 1.
En otras palabras, una féormula es satisfacible si no es una contradiccion.
Ejemplo. La siguiente formula es satisfacible:
PV A(=pVr)A(=gV ).

Para ver esto, basta con considerar la valuacion v(p) = 0, v(q) = 1y v(r) = 0, con lo que la formula
evalta a 1.
Por otro lado, la siguiente férmula no es satisfacible:

V@) A(pVr)A(gV-r)A(=pV g V).
Lo que podemos ver via su tabla de verdad

Formula

0
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La satisfacibilidad es una de las propiedades méas importantes de las féormulas proposicionales.
Por ejemplo, la satisfacibilidad es uno de los problemas centrales de la teoria de la complejidad
computacional, pues es un problema canénico que creemos es dificil de resolver, pero facil de certi-
ficar.

A pesar de lo anterior, en la actualidad existen SAT-solvers bastante eficientes que pueden
resolver problemas de satisfacibilidad con bastantes variables proposicionales de manera razonable.
Dichos programas utilizan una variedad de técnicas para determinar si una féormula es satisfacible
o no, reportando una valuaciéon que hace que la formula sea satisfacible en caso de que lo sea. Esto
es bastante tutil para aplicaciones, pues la flexibilidad de la légica proposicional hace que podamos
modelar una gran variedad de problemas en términos de formulas proposicionales, y luego resolverlos
utilizando SAT-solvers.

Ejemplo. Supongamos que tenemos que programar tres examenes en dos franjas horarias: manana
y tarde. Tenemos tres ramos: logica, computacion y matemaéticas. Tenemos las siguientes restriccio-
nes:

» Cada examen debe ser programado en exactamente una franja horaria.
= Los examenes de logica y computacion no pueden ser programados en la misma franja horaria.
= El examen de matematicas debe ir antes que el de computacion.

Modelemos este problema via la logica proposicional. Consideremos las siguientes variables propo-
sicionales:

= L,,: El examen de légica es programado en la manana.

= [,;: El examen de logica es programado en la tarde.

Cp: El examen de computacion es programado en la manana.

= (}: El examen de computacion es programado en la tarde.

M,,: El examen de mateméticas es programado en la manana.

M;: El examen de matematicas es programado en la tarde.

La gran gracia de modelar via logica proposicional es que podemos modelar cada restriccion
por separado, y luego combinarlas via A para obtener una férmula proposicional que modela el
problema completo. Luego, podemos traducir las restricciones a férmulas proposicionales de la
siguiente manera:

» Cada examen debe ser programado en exactamente una franja horaria:

e L.,V L; (El examen de logica debe ser programado en al menos una franja horaria)
e —(L,, A L) (El examen de logica no puede ser programado en ambas franjas horarias)
e C,,VC; (El examen de computacion debe ser programado en al menos una franja horaria)

e ~(C,, A Cy) (El examen de computacion no puede ser programado en ambas franjas
horarias)



e M,, V M, (El examen de mateméticas debe ser programado en al menos una franja
horaria)

o =(M,, N M;) (El examen de matematicas no puede ser programado en ambas franjas
horarias)

= Los examenes de logica y computacion no pueden ser programados en la misma franja horaria:

e —(L,, AN Cp,) (Los examenes de logica y computacion no pueden ser programados en la
manana)

e —(L; A C;) (Los examenes de logica y computaciéon no pueden ser programados en la
tarde)

» El examen de matematicas debe ir antes que el de computacion: Cy — M, (Si el examen
de computacion es programado en la tarde, entonces el examen de matematicas debe ser
programado en la manana)

Podemos combinar todas estas formulas proposicionales utilizando A para obtener una formula
proposicional que modela el problema completo:

&= (L VL) N=(Ly AN L) AN (Crro VCy) A =(Cry A Ch)
A (M VM) N =(Mpy, A M) A =(Lyy A Cy)

Si usaramos ¢ como entrada de un SAT-solver, este nos dirfa que ¢ es satisfacible, y nos darfa la
siguiente valuacion que hace que ¢ sea satisfacible:

» v(L,,) =1 (El examen de logica es programado en la manana)

» v(L;) =0 (El examen de logica no es programado en la tarde)

(
(
» v(C,,) =0 (El examen de computacion no es programado en la manana)
» v(C}) =1 (El examen de computacion es programado en la tarde)

(

» v(M,,) =1 (El examen de matemaéticas es programado en la manana)
» v(M;) =0 (El examen de matematicas no es programado en la tarde)

Ejemplo. Veamos un segundo ejemplo. Supongamos que tenemos un conjunto de n estaciones
de transmision E = {1,2,...,n}. Cada estacion de transmision puede transmitir en una de tres
frecuencias: baja, media y alta. Queremos asignar una frecuencia a cada estaciéon de transmision
de tal manera que no haya interferencia entre estaciones de transmision cercanas. La interferencia
ocurre cuando dos estaciones de transmision a menos de 10 km de distancia transmiten en la misma
frecuencia. Supongamos que conocemos los pares de estacion cercanos dados como una lista C. jEs
posible asignar frecuencias a las estaciones de transmisiéon de tal manera que no haya interferencia
entre estaciones cercanas?
Introduzcamos las siguientes variables proposicionales:

» ¢;: La estacion de transmision e; transmite en la frecuencia baja.



" ¢, La estacion de transmision e; transmite en la frecuencia media.
» ¢;,: La estacion de transmision e; transmite en la frecuencia alta.

La primera restricciéon a considerar es que cada estacion de transmision debe transmitir en exacta-
mente una frecuencia: Para una familia finita de formulas, A y \/ abreviaran, respectivamente, su
conjunciéon y su disyuncion.

m e Veim Ve (La estacion de transmision e; debe transmitir en al menos una frecuencia)
Luego, esta restriccion se puede expresar como:

n
(I)una = /\i:l(ei,b \ €im Vv ei,a)

n (eip Aeim) A€ ANeig) A(eim Aeiq) (La estacion de transmision e; no puede transmitir
en més de una frecuencia) Tenemos, entonces:

n

(I)no—mé,s == /\ (_‘(ei,b A ei,m) A\ _'(ei,b A ei,a) A ﬁ(ei,m A\ ei,a))

i=1
La segunda restriccion es que no haya interferencia entre estaciones cercanas:
» Para cada par de estaciones cercanas (e;, e;) € C, debemos tener la restriccion:
_‘<€i,b N 6j,b> N _'(ei,m A\ ej,m) A _‘(ei,a A\ ej,a)
Es decir, tenemos la féormula:

(I)interferencia = /\ (ﬁ(ei,b A ej,b) A _‘(ei,m A ej,m) A _'<€i,a A ej,a)-)
(i,5)€C

Podemos combinar todas estas féormulas proposicionales utilizando A para obtener una férmula
proposicional que modela el problema completo.

(I) = (I)una A (I)no—mas A (I)interferencia

Luego, podemos usar un SAT-solver para determinar si esta formula proposicional es satisfacible o
no, lo que nos diré si es posible asignar frecuencias a las estaciones de transmisién de tal manera
que no haya interferencia entre estaciones cercanas.

Ejemplo. Otra cosa que podemos hacer via SAT-solvers es disenar un solver de Sudoku. El Sudoku
es un juego clasico en el que, dada una cuadricula de 9 x 9 con algunos ntimeros del 1 al 9 ya escritos,
se busca llenar el resto con nimeros del 1 al 9 de tal manera que cada fila, cada columna y cada
subcuadricula de 3 x 3 contenga todos los niimeros sin repetir ninguno.
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Figura 1.1: Un puzzle de Sudoku a la izquierda y su solucién a la derecha.
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Para disenar un solver de Sudoku mediante un SAT-solver, describamos primero el tablero

usando conjuntos. Sea D = {1,...,9} el conjunto de digitos y sea Q) = D x D el conjunto de celdas.
Parai,j € Dy a,be{0,1,2}, definamos
F;={(i,j) : j € D}, C; ={(i,j):i e D},

By ={(Ba+r3b+s):r,se{1,2,3}}.

Estos son, respectivamente, los conjuntos de celdas de la fila i, la columna j y la subcuadricula
(a,b) de 3 x 3. Sea ademas P C @ el conjunto de celdas que contienen una pista y sea g: P — D
la funcién que indica el digito escrito en cada una.

Para cada ¢ € QQ y cada k € D, introducimos la variable proposicional

Zcr la celda c contiene el digito k.

Usaremos A\,.r ¢t ¥ Ve ¢+ como abreviaturas para la conjuncion y disyuncién, respectivamente,
de una familia finita de férmulas, con las convenciones A @ =T y \V @ = L. Si X es un conjunto
finito no vacio de variables proposicionales, la formula

Uno(X)z(\/p)/\ /\ _'</\Z?>
pEX |1;|§:X2 peY

expresa que exactamente una variable de X es verdadera.
Podemos traducir las reglas del Sudoku a féormulas proposicionales de la siguiente manera:

» Cada celda debe contener exactamente un namero del 1 al 9:

Doy = /\ Uno({z.x : k € D}).
ceEQ

= Cada nimero del 1 al 9 debe aparecer exactamente una vez en cada fila:

bg = /\ /\ Uno({xcyk jc € F,})

1€D keD



= Cada nimero del 1 al 9 debe aparecer exactamente una vez en cada columna:

D = /\ /\ Uno({xcyk ic € Cj}).

jeD keD

» Cada ntmero del 1 al 9 debe aparecer exactamente una vez en cada subcuadricula de 3 x 3:

D, = /\ /\ /\ Uno({xc,k jc € Ba,b}).

a€{0,1,2} be{0,1,2} keD

» Las pistas iniciales deben respetarse:

q)pistas = /\ Leg(c)-

ceP
Por lo tanto,
Dg = Deo) A Py A Pl A Dy A Pistas

es satisfacible si y solo si el Sudoku tiene solucion. En efecto, desde un modelo de &4 recuperamos la
solucién escribiendo en cada celda c el inico digito k para el cual z. es verdadero; reciprocamente,
toda solucién del Sudoku induce un modelo de ®g.

1.3.4. Ejercicios
1. Resuelva los siguientes problemas.

(a) Demuestre que (p > 7)A(g—=71)=(pVq) —r.

(b) El operador NAND), denotado por 1, es tal que o 1 3 es verdadero exactamente cuando “«
y 8 no son ambos verdaderos”. Demuestre que {1} es funcionalmente completo.

(c) Considere la funcién booleana dada por la tabla

p q | flp,gr)
00 0 1
001 0
010 0
01 1 1
100 0
101 1
110 1
111 0

Construya una féormula proposicional que represente a f.

(d) Se debe formar un equipo eligiendo integrantes entre Ana, Bruno, Carla y Diego, sujeto a
las siguientes restricciones:
= al menos uno entre Ana y Bruno debe ser elegido;
= si Carla es elegida, entonces Diego también debe serlo;

= Bruno y Carla no pueden ser elegidos simultdneamente;



10

= exactamente uno entre Ana y Diego debe ser elegido.

Introduzca variables proposicionales y construya una féormula W cuyas valuaciones que eva-
ltan a 1 correspondan exactamente a los equipos permitidos.

(e) Un literal es una variable proposicional o la negacién de una variable proposicional. Una
formula esta en forma normal conjuntiva si es una conjuncién de disyunciones de literales.
Demuestre que toda formula proposicional ¢ es equivalente a una féormula en forma normal
conjuntiva.

2. El objetivo de esta pregunta es disenar un solver de Akar: via SAT-solvers. Puede probar el juego
en dailyakari.com.

Un tablero de Akari es una cuadricula rectangular formada por celdas blancas y negras; algunas
celdas negras contienen un ntmero entre 0 y 4. Las lamparas se colocan tnicamente en celdas
blancas. Cada lampara ilumina su propia celda y las celdas blancas que encuentra en las cuatro
direcciones cardinales, hasta llegar al borde del tablero o a una celda negra. Una soluciéon debe
cumplir las siguientes reglas:

= toda celda blanca debe estar iluminada;
= dos lamparas no pueden iluminarse entre si;
= si una celda negra contiene el ntimero k, entonces exactamente k de sus 4 vecinas deben
contener una lampara.
Las celdas negras sin nimero no imponen una condicién sobre sus vecinas, pero note que bloquean
el paso de la luz.

Identifique cada celda con sus coordenadas (i, j). Sea W el conjunto de celdas blancas y sea N el
conjunto de celdas negras numeradas; para cada b € N, denote por n, € {0, 1,2,3,4} el ntmero
escrito en b. Diremos que dos celdas blancas distintas u y w se ven si pertenecen a una misma
fila o columna y todas las celdas estrictamente entre ellas son blancas. Para cada w € W y cada
b= (i,j) € N, defina, respectivamente,

V(w) ={w}U{ue W :useve con w},
Ay ={(",j)eW Ji—d|+]j—j|=1}.

Asi, V(w) contiene las celdas desde las cuales una lampara iluminaria a w, mientras que A(b)
contiene las vecinas ortogonales blancas de b.

(a) {Qué variables proposicionales usaria para modelar el problema de Akari?

(b) Sea X un conjunto finito de variables proposicionales y sea k > 0. Construya una formula
Exacty(X) que sea verdadera exactamente cuando k variables de X son verdaderas. Puede
usar las convenciones A@ =Ty \/ @ = L.

(c) Para cada celda negra numerada b, construya una férmula que exprese que exactamente ny,
de sus vecinas contienen una lampara.

(d) Para cada celda blanca w, construya una formula que exprese que w esta iluminada.

(e) Construya una formula que impida colocar lamparas en dos celdas blancas que se ven entre
si.


https://dailyakari.com/

11

onstruya una formula ® 4 que es satisfacible si y solo si el tablero de Akari tiene solucion.
f) Construy f6 la ® tisfacible si y s6lo si el tablero de Akari ti lucié
., Como usaria un SAT-solver para encontrar una solucion al tablero de Akari?

3. El objetivo de esta pregunta es demostrar una version proposicional del teorema de interpolacion
de Craig. Sean o'y ( formulas tales que o |= 3, y suponga que comparten al menos una variable.
Denote por

P:{pla"'apm}a Q:{Q17"'aq7€}7 R:{Tlv"wrf}

los conjuntos de variables que aparecen solamente en «, que aparecen en ambas formulas y que
aparecen solamente en 3, respectivamente.

Una férmula v es una interpolacion de vy B si todas sus variables pertenecen a () y ademas

alEvyvEB.

(a) Definimos f: {0,1}* — {0,1} como f(z) = 1 si y solo si existe una valuaciéon w de P U Q
tal que
w(q;) = x; paratodoi€{l,... k} y  w(a)=1

Muestre que existe una formula 7 con variables en @ tal que 0(v) = f(v(q1), ..., v(qx)) para
toda valuacion v de Q.

(b) Demuestre que « = 7.
(c) Demuestre que v |= 8. Concluya que v es una interpolacion de a y 3.

(d) Muestre que 7y es la consecuencia logica mas fuerte de o que puede expresarse usando sola-
mente las variables compartidas; es decir, si d es cualquier férmula construida tinicamente
con variables de Q) y « |= d, entonces v = 4.

(e) Aplique la construccion anterior a
a=(pVgA(pVvr), B=qVrvs.

Compruebe primero que « |= 3 y luego construya una interpolacion que use solamente las
variables q y r.
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