1.5. Inferencia en logica de predicados

Nuevamente, nuestro objetivo al desarrollar una légica, es poder hacer inferencia sobre ella. Nueva-
mente, nuestra herramienta principal seréd la deducciéon natural, que nos permitira construir demos-
traciones de manera sisteméatica. De manera interesante, para la logica proposicional, la deduccion
natural era una alternativa a la seméntica de evaluar todas las posibles interpretaciones de una
formula. Sin embargo, para la logica de predicados, la semantica no es finita, y por lo tanto, la
deduccion natural se vuelve una herramienta atn més importante (pues no podemos evaluar todas
las posibles interpretaciones de una férmula).

Extenderemos entonces las reglas de deduccion natural que ya conociamos para la logica propo-
sicional, a los nuevos elementos de la logica de predicados.

1.5.1. Inferencia con cuantificadores

Las reglas para los cuantificadores formalizan la idea de instanciar una funcién proposicional en un
objeto particular o en un objeto arbitrario.

Primero, si sabemos que una propiedad se cumple para todos los objetos, podemos aplicarla a
cualquier objeto particular que nos interese.

Inferencia (V-eliminacion). Si hemos demostrado Yz ¢(z), podemos concluir ¢(t) para cual-
quier término t que pueda reemplazar a x sin capturar variables.

Graficamente,

Vz ()

oty -

Ejemplo. La regla permite completar el argumento que motivo la logica de predicados:

1. Vz (Persona(x) — Mortal(z)) (Premisa)
2. Persona(s) (Premisa)
3. Persona(s) — Mortal(s) (V-eliminacion en 1)
4. Mortal(s) (—-eliminacién en 2 y 3)

Para demostrar una afirmacién universal debemos razonar sobre un objeto cualquiera, sin apro-
vechar informacion accidental sobre un objeto que ya conociamos. Necesitamos una forma de marcar
que el nombre usado en ese razonamiento no estaba fijado de antemano.

Un parametro es un simbolo de constante que usamos como nombre temporal de un objeto. Es
nuevo para una parte de una derivacion si no aparecia en las férmulas ni en los supuestos activos
anteriores a su introduccion.

Ejemplo. Algo que no estaria permitido, es usar un objeto que ya aparece en la premisa para
demostrar una afirmaciéon universal. En particular, si a ya aparece en mi demostracion y logramos
concluir P(a), no podemos concluir Va P(x).

Cuando una demostraciéon sobre un parametro nuevo no depende de ninguna propiedad parti-
cular de este, el mismo razonamiento se aplica a todos los objetos del dominio.



Inferencia (V-introduccion). Sea a un parametro nuevo que no aparece en Vx ¢(x) ni en
ninguna premisa o supuesto activo. Si, tomando a como un objeto arbitrario, demostramos
¢(a), podemos concluir Vz ¢(x).

Graficamente,
a (parametro nuevo)
¢(a) (conclusién temporal)
Va ()

Ejemplo. Demostremos
{Va (P(z) = Q(x)), Yz (Q(z) = R(x))} F Vo (P(z) = R(z)).

1. Vo (P(z) — Q(x)) (Premisa)

2. Yz (Q(z) — R(x)) (Premisa)

Sea a un parametro nuevo y arbitrario.

3. P(a) (Supuesto temporal)
4. P(a) = Q(a) (V-eliminacion en 1)
5. Q(a) (—-eliminacion en 3y 4)
6. Q(a) = R(a) (V-eliminacion en 2)
7. R(a) (—-eliminacion en 5 y 6)
8. P(a) = R(a) (—-introduccién, bloque 3-7)
9. Vz (P(z) — R(x)) (V-introduccion en 8)

Si conocemos un objeto concreto que cumple una propiedad, podemos asegurar que existe al
menos uno.

Inferencia (3-introduccion). Si hemos demostrado ¢(t) para algiun término ¢, podemos con-
cluir 3z ¢(x).

Graficamente,

o(t)
S o(a)

Ejemplo. Supongamos que el predicado Par(z) significa “x es par”. Desde Par(2) podemos inferir
Jx Par(x).

La direccién contraria es un poco més delicada. Una premisa existencial garantiza un testigo,
pero no nos revela quién es; por tanto, no podemos reemplazarlo por un objeto conocido ni dejar
que su nombre aparezca en la conclusion final. La soluciéon a esto es darle un nombre temporal
dentro de una subdemostracion.



Inferencia (3-eliminacion). Supongamos que hemos demostrado 3z ¢(x). Podemos abrir una
subdemostracion suponiendo ¢(a) para un parametro nuevo a. Si obtenemos una conclusion
1) que no menciona a a, podemos descargar el supuesto y concluir ¢. El parametro a tampoco
puede aparecer en la premisa existencial ni en otros supuestos activos.

Graficamente,

Jz ¢(x)

¢(a) (supuesto temporal; a nuevo)

0 (conclusion temporal)

(8

Ejemplo. Probemos

{Vz (P(z) = Q(x)), Jz (P(z) A R(z))} F = Q(x).

1. Vo (P(z) — Q(x)) (Premisa)
2. Jx (P(xz) A R(x)) (Premisa)
3. P(a) A R(a) (Supuesto temporal; a nuevo)
4. P(a) (A-eliminacion en 3)
5. P(a) — Q(a) (V-eliminacion en 1)
6. Qa) (—-eliminacion en 4 y 5)
7. Jx Q(x) (F-introduccion en 6)
8. dxQ(x) (J-eliminacion en 2 y el bloque 3-7)

1.5.2. Inferencia con igualdad

Cuando dos términos nombran el mismo objeto, cualquier propiedad demostrada usando uno de
esos nombres debe seguir siendo verdadera al usar el otro. Esto exige reglas que permitan razonar
con la igualdad y sustituir iguales por iguales.

Inferencia (Reglas de igualdad). Para términos ¢, u, v podemos usar las siguientes reglas:
Refl. Podemos concluir ¢t = t.

Simet. Si hemos demostrado ¢ = u, podemos concluir u = ¢.

Trans. Si hemos demostrado ¢t = u y u = v, podemos concluir t = v.

Reem. Si hemos demostrado t = u y ¢(t), podemos concluir ¢(u).

Graficamente,



‘= t=u t=u
t=t - U= o(t) .
N t=wv ¢(u)

Ejemplo. Demostremos mediante deduccion natural que

{Vz (Cuadrado(z) — Figura(x)), Cuadrado(c), ¢ = d} I Figura(d).

1. Va (Cuadrado(z) — Figura(z)) (Premisa)
2. Cuadrado(c) (Premisa)
3.c=d (Premisa)
4. Cuadrado(c) — Figura(c) (V-eliminacion en 1)
5. Figura(c) (—-eliminacién en 2 y 4)
6. Figura(d) (Reemplazo en 3 y 5)

El altimo paso es valido porque ¢ y d nombran el mismo objeto: toda propiedad demostrada para
el objeto nombrado por ¢ también se cumple al nombrarlo por d.

Ejercicios

1. Muestre via deducciéon natural:

(a) {—=—=JzP(x)} F Jx(P(z) V Q(x)).
(b) {f(a) =b, b=c, R(f(a))}F R(c)Nc= f(a).

(¢) {P(a),~P(a)} F 32Q(x).

{Va(P(z) = Q(x)), 3(P(x) A R(x)), Ye((Q(x) A R(z)) — S(z))} - 3xS5(x).
(e) {Va(P(z) = R(x)), Va(Q(z) = R(x))} F Va((P(x) V Qx)) = R(x)).
(f) {BaP(x), Ya(P(z) = Q(z)), Vz(Q(z) = ~R(x))} F ~VeR(z).

)
)
)
(d)
)
)
)

)
(g) FVa(P(x) = ~=(P(x) V Q).

2. Sea P un predicado unario y usemos x # y como abreviatura de —(z = y). Definimos
Alguno(P) := JxP(x),
AloMasUno(P) := VaVy((P(z) A P(y)) — = =vy),
Uno(P) == Jz(P(x) AVy(P(y) =y = 1)),
Dos(P) := EIxEIy(P(:c) ANPy)Nz #yAVz(P(z) = (z=aVz= y))>

(a) Explique qué afirma cada formula.

(b) Demuestre que Uno(P) es equivalente a Alguno(P) A AloMasUno(P).



(c) Demuestre {Dos(P)} - Alguno(P) A = Uno(P). ;Es verdad la implicacion contraria? Justi-
fique su respuesta.

(d) {Podemos quitar de Dos(P) el hecho que x # y? Justifique su respuesta.

(e) Construya una estructura que muestre que, sin la clausula universal final, la formula Dos(P)
puede ser verdadera con tres objetos que satisfacen P.

3. Suponga que usted tuviera un sistema de deduccién natural para la logica de predicados donde
las reglas de igualdad satisfacieran reflexividad y reemplazo.

a) Usando solamente Reflexividad y Reemplazo, derive {t = u} - u = t.

(c

(d) Para toda formula ¢(z), demuestre

{t=u}Fot) < p(u).

(a)

(b) Usando solamente Reflexividad y Reemplazo, derive {t = u,u = v} -t =v.
) Demuestre {t = u} F f(t) = f(u) y generalice a funciones de aridad arbitraria.
)

(e) Pruebe tnicamente con Reflexividad, Reemplazo y las reglas l6gicas que
FVz(x = z), FVaVyle =y — y =), FVaVyVz(x =y Ay =2) = = = 2).

(f) {Qué puede concluir de los items anteriores? Discuta.
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