3.6. Convolucién y binomio generalizado

3.6.1. Convolucién de sucesiones y producto de funciones generatrices

Para ampliar nuestro catalogo de funciones generatrices ordinarias, necesitamos una operaciéon que
nos permita combinar funciones generatrices conocidas para obtener funciones generatrices de su-
cesiones mas complicadas. Esta operacion seré el producto de funciones generatrices. La sucesion
que aparece en los coeficientes de este producto se llama convolucion.

Definicion. Sean a = (an)n>0 y b = (by)n>0 dos sucesiones. Su convolucion es la sucesion
a* b= (cy)n>o definida por

cn = (axb), = Zakbn_k.
k=0

Escribiremos también a,, x b, como abreviacion de (a x b),,.

A pesar de la notacién a, * b, hay que recordar que la convolucién es una operacion entre
sucesiones, no entre términos individuales.

La convolucion tiene una interpretacion combinatorial natural y ya nos aparecié en los nimeros
de Catalan. Supongamos que podemos construir objetos de tamano n de tipo A de a,, formas, y
objetos de otro tipo B de b, formas. Entonces, las formas de construir un objeto compuesto por
un objeto de tipo A y otro de tipo B con tamatio total n son » ;_, ayb,_x: si el objeto de tipo A
tiene tamano k, entonces el de tipo B tiene tamano n — k, y hay agb,_, formas de construir ambos
objetos.

Proposicion. Sean

Az) = Zan:c", B(z) = anx".

n>0 n>0
Entonces
A(x)B(x) = Z(an *by)z" = Z (Z akbn_k> i
n>0 n>0 k=0

Es decir, el producto A(x)B(z) es la funcion generatriz de la convolucion de las dos sucesiones.

Demostracion. Notemos que

arx"B(z) = azx” Z bjxj = Z pbp_r "

j>0 n>k
Por lo tanto,
A(z)B(x) = Z arx”B(z) = Z Z aby_pz".
k>0 k>0 n>k

Para escribir las sumas que siguen, extendemos la sucesion poniendo b; = 0 para j < 0. Intercam-
biando el orden de las sumas, obtenemos

A(z)B(x) = Z Z[n > klagb, _pa" = Z Z[n > klagb,_px" = Z (Z akbn_k> z". O

k>0 n>0 n>0 k>0 n>0 \k=0



Ejemplo. Tratemos de encontrar la funcién generatriz de la sucesion a,, = n + 1. Notemos que
n+1=>7_,1-1. Esdecir, (a,)n>0 es la convolucion de la sucesion constante 1 consigo misma. Si
u=(1,1,...), esto se escribe a,, = (u * u),. Como la funciéon generatriz de la sucesion constante 1
es ﬁ, obtenemos

2
1
n+1)z" = | = .
e - (S0 -
n>0 n>0

La convolucién también aparece naturalmente en recurrencias donde los términos de la sucesion
se multiplican entre si.
Ejemplo. Sea (a,),>0 la sucesion definida por ag = 1y, paran > 1,

n—1

2a,, + Z aga,_r = (n+ 1)2".
k=1

Esta recurrencia contiene productos de términos de la sucesion. Como ag = 1, podemos reescribirla
de manera mas simétrica como

(y * Ay = Z axa,_ = (n+ 1)2" para todo n > 0.
k=0

En efecto, para n > 1 los términos k = 0 y k = n aportan aga,, + a,a9 = 2a,, y para n = 0 ambos
lados valen 1.
Definamos A(z) = ), - a,2". Multiplicando por 2" y sumando sobre n > 0, obtenemos

Z (Z akan_k> A Z(n +1)2"z".

n>0 \ k=0 n>0

Por la férmula del producto, el lado izquierdo es A(z)?. Por otra parte, (n + 1)2" = Y ', 2k2n=F

as{ que
2
1
(n+1)2"2" = " = ———.
> 57 Sy
Luego
1
Alz)? = ———.
(@) = T2

Las dos series ﬁ y —ﬁ tienen ese cuadrado, pero solo la primera tiene término constante 1.
Como ag = 1, concluimos que

n

Az) = . y por lo tanto a, = 2".

1
_‘r)m .

Ejemplo. Sia, = (”+m71)

, con m € N, m > 1 fijo, entonces A(x) = a
Demostracion. Probaremos esta identidad por induccién sobre m.

= Caso base: Si m = 1, entonces a,, = (Z) =1y A(z) = T



= Hipotesis inductiva: Supongamos que a,, = (n“:*l) tiene funcion generatriz A(z) =

= Paso inductivo: Notemos que

e e () ECT))

H.I

Por la formula de convolucion, el coeficiente de 2™ en esta funciéon generatriz es
zn: k+m—1\ (n+m

k B n )
k=0

Para justificar la igualdad, contemos las formas de distribuir n objetos idénticos en m+1 cajas.
El lado derecho cuenta esto por la féormula de multiconjuntos. Para el lado izquierdo, fijamos
k como el nimero de objetos que van a las primeras m cajas; esos k objetos se distribuyen de

(k“;j_l) formas, y la tltima caja recibe los n—k objetos restantes. Sumando sobre k = 0, ..., n,
obtenemos el lado izquierdo. Por lo tanto, m es la FGO de la sucesion a,, = (";m), que
es la formula deseada para m + 1. O]

3.6.2. El teorema del binomio generalizado

Via la convolucién, pudimos obtener un teorema del binomio para exponentes enteros negativos.
En efecto, el ultimo ejemplo establecié que

(1_$)mzz(n+:—1>xn

n>0

Esto es similar a las funciones generatrices que ya conocemos via el teorema del binomio, sélo que
esta vez el exponente es un nimero negativo.

Trataremos de introducir una version generalizada del teorema del binomio para exponentes
reales. Para esto, introduciremos una version generalizada del coeficiente binomial.

Definicion. Para r € Ry k € N| definimos el coeficiente binomial generalizado como

(Z:) :T(r—l)(r—Qlll---(r—kle)’

con la convencién (6) =1.

Cuando 7 es un entero no negativo, esta definiciéon coincide con los coeficientes binomiales
usuales. Pero, como r puede ser cualquier ntmero real, esta definicién nos da sentido a expresiones

como () o ().

Ejemplo. Parar =1/2y k=3,



Parar = -2y k=3,

(_32) _ ()3

El coeficiente binomial generalizado hereda alguna de las propiedades de los coeficientes bino-
miales usuales, como podemos ver a continuacion.

Proposiciéon. Para r € Ry k > 1, se cumplen las siguientes identidades:
T r—1
L k() =70

2. () = (%) + (o)

Demostracion. Para la primera,

Para la segunda,

() (o) = e en = () ]

También satisface identidades nuevas, que son relevantes cuando r no es un natural. En parti-

cular, podremos obtener formulas en términos del coeficiente binomial usual para r negativo y para

1
r=s3

Proposicion. Parar € Ry k£ > 1, se cumplen las siguientes identidades:

1/2 i1 1 2k —2
1. =(-1)"—— .
(0) == (0
i r+k—1
2. = (=1) :
)= ()
Demostracion. Para la primera, usando la definicion,

1/2 135+ (2k—3)
( k ) = (=1 2! '

Multiplicando arriba y abajo por 2-4-6---(2k — 2) = 2¥1(k — 1)!, obtenemos

1/2 _ (_1)k_1 (2k — 2)! _ (_1)k_1 1 2k — 2
k 221k — 1)! E22k=1\ k-1 )
Por ltimo,

(—kr) _ (=)= — 1)']€'!'(—T—k+1) _ (_1)”(T+1)"l'€!(r+k_1) = (-1 (T+Z_ 1). O




Ejemplo. La primera identidad nos da, por ejemplo,

(112) B (_1)34-127 (g) - _%'

La segunda identidad permite reescribir coeficientes con indice superior negativo:

()-cr(tt)

Con esta notacion, podemos extender la expansiéon binomial usual a exponentes reales. Esto es

lo que nos permitiré leer coeficientes de expresiones como (1 — 43:)1/ 2o (l—im)m'

Teorema (Teorema del binomio generalizado). Para r € R, se cumple la identidad de series

formales
(1+az) = Z (2) z”.

k>0

Cuando 7 es un entero no negativo, esta es la expansion binomial usual y la suma tiene finitos
términos no nulos. Para otros valores de r, la identidad produce una serie infinita.

Ejemplo. Consideremos la funcién generatriz A(x) = /1 — 4z = (1 — 42)'/2. Por el teorema del

binomio generalizado,
1/2
Ax) = E ( . )(—4:10)k.

k>0

Separando el término k = 0 y usando la férmula para (1,/3),

Alw) =1+ ZH)“ﬁ (2:__12) () =1-%" % (2:__12> o

Ejemplo. Recordemos la recurrencia de los nimeros de Catalan:

n

co =1, Cntl = Cp *x Cp = E CpCn_ Pparan > 0.
k=0

Si C(z) = )_,50 cax", entonces la formula del producto nos da
C(z) —1=2C(x)%
Resolviendo esta ecuacion cuadratica para C(z),

1+V1- 4z

Cle) 2z

Como 2zC(z) tiene término constante 0, debemos tomar el signo menos:

1—+1—4x

Cla) = 2z



Usando la expansion anterior de /1 — 4z,

o0 =g i (i)t =T ()

k>1
1 <2n>
Cp = .
n+1\n

Ejemplo. ;Cuantas palabras binarias de largo n podemos formar si debemos marcar exactamente
dos posiciones distintas? Dos objetos son distintos si cambia alguna letra o el conjunto de posiciones
marcadas.

Para obtener una recurrencia, contemos también las palabras binarias de largo n con exactamente
una posicion marcada. Denotemos esta cantidad por b,, con by = 0. Si la dltima posicién no estéa
marcada, podemos elegir su letra de dos formas y las primeras n — 1 posiciones deben tener una
marca. Si la dltima posicién esta marcada, podemos elegir libremente las n letras. Por lo tanto,

Por lo tanto,

by =261 +2"  (n>1).

Para una palabra con dos marcas, si la altima posiciéon no estd marcada quedan dos marcas en las
primeras n — 1 posiciones; si estd marcada, queda una. En ambos casos hay dos opciones para la
ultima letra, asi que

ay, = 201 + 2b,,_1 (n>1).

Para n > 2, podemos eliminar b, _; usando las dos igualdades anteriores:
Ay = 26Ln_1 + 4bn—2 + 2"
= 20%71 + 2((1”,1 — 2an,2) + 2"
= 40,n_1 - 46Ln_2 + 2",

Sea A(z) = >, -qa,z". Multiplicando la recurrencia por z" y sumando sobre n > 2, como
ag = a; = 0, obtenemos

422
A(x) = 4z A(x) — 42 A 22"":4/1 — 42 A :
(v) = 4z A(x) — 42” A(x) + 2 T rA(z) — 42° A(z) + e
Luego,
42 422
1 —22)%A(x) = Alz) = ——F 3.
(1-200400) = =50 Al)= g

Por el teorema del binomio generalizado,
ar = ()= ()
k>0
Multiplicando por 422 y reindexando,
Alz) = Z 2" (Z) "
n>2

Por lo tanto, a, = 2" (g) para todo n > 0. Podemos comprobar el resultado eligiendo primero las
dos posiciones marcadas y luego las n letras.



Ejemplo. ;Cuantos caminos hay de (0,0) a (n,0) si podemos usar pasos (1,1), (1,—1) y (1,0),
sin pasar por debajo del eje horizontal? Sea m,, la cantidad de estos caminos. Tenemos my = 1,
contando el camino vacio, y m; = 1, porque sélo podemos dar un paso horizontal.

Para n > 2, separemos los caminos segin su primer paso. Si es horizontal, al quitarlo queda uno
de los m,,_1 caminos de largo n — 1. Si es ascendente, consideremos el primer paso descendente que
devuelve el camino al eje horizontal. Si entre ambos pasos hay k pasos, la parte intermedia, vista una
unidad mas abajo, es uno de los caminos contados por my. Después de ese regreso queda un camino
contado por m,_o_j. Cada elecciéon de estas dos partes produce un camino, y su descomposicion es

tnica. Por lo tanto,
n—2

My = My—1 + E MEMy_9_ ) paran > 2.
k=0

Definamos M (x) = ano myx™. Multiplicando la recurrencia por x™ y sumando para n > 2, la
formula del producto nos da

M(x) —1—x=x(M(x)—1)+2°M(x)?
ast que M(x) =1+ xM(z) + 2>M (x)%. Resolviendo la ecuacion cuadratica,

1—24++v1—2x— 322

212

M(z) =

Como 2x?M (z) tiene término constante 0, debemos tomar el signo menos.
Para obtener los coeficientes, notemos que

1— 22— 32 = (1—2)* —42°.
Tomando t = 22/(1 — x)? y usando la expansion que obtuvimos para los ntimeros de Catalan,

tenemos
1 \/ 1-—
=D e gy

l1—=x

M(x) = )2

k>0

Esta sustitucion tiene sentido como serie formal: el término de indice k s6lo puede aportar potencias
de grado al menos 2k, asi que cada coeficiente recibe finitos aportes. Por el teorema del binomio

generalizado,
1 B 2k+7\
(1_1.)2k+1 _Z ( 2k )x ’

Jj=0

Para obtener " debemos tomar j = n — 2k, lo que exige 0 < k < |n/2]. Luego, para todo n > 0,

[n/2] n [n/2] n 1 2%k
m= 3 ()= 3 (o) ()
k=0 k=0
Para cerrar, agrupemos algunas funciones generatrices que ya aparecieron o que se deducen

directamente de las operaciones anteriores.

Proposicion (Catélogo de FGO). Las siguientes identidades valen como identidades de fun-
ciones generatrices ordinarias:



= Sia, = c, entonces A(z) = —=.

= Sia, = (—1)", entonces A(x) = .

= Sia, =r", entonces A(x) =
= Sia, = (:’;‘), con m € N fijo y (r:) = 0 para n > m, entonces A(z) = (1 + x)™.

» Sia, =n+ 1, entonces A(z) = (lfo.

» Sia, = [n=0], entonces A(z) = 1.

» Sia, =[n=t], contéeN, entonces A(z) = z".

» Sia,=[d|n],condeNyd>1, entonces A(z) = —

1—xd-°

5 S a, = (n—i—m—l), con m € N, m > 1 fijo, entonces A(z) = =™

= Sia, = ("), con r € R fijo, entonces A(z) = (1 +z)".

n

= Sia,= #1(?), entonces A(z) = =4,

3.6.3. Ejercicios

1. a) Use funciones generatrices para encontrar una férmula cerrada para cada sucesion. Considere
r>0yAeR.
1) ag=0y apr1 =ra, +r" paran > 0.
2) b0:1y7paran2]—7

n—1
bn=1+X) b
k=0
3) co =1y, paran >1,

n—1
_ k
c, =1+ E rCh_1—k-
k=0

b) Tenemos monedas de 1 peso y de d pesos, donde d > 2 es un entero fijo. Sea m,, el nimero
de formas de pagar exactamente n pesos si no importa el orden de las monedas.

1) Escriba la funcion generatriz ordinaria de (m,,),>o como producto de dos series geomé-
tricas.
2) Deduzca una férmula cerrada para m.,.

c¢) Calcule los siguientes coeficientes binomiales generalizados. Considere m > 1 entero, k € N
yrelR

D ('),
2) (")
3) (3)-



d) Use el teorema del binomio generalizado para encontrar los primeros cuatro términos no
nulos de cada funcién generatriz. Considere r > 0 y m > 1 entero.
1) (1—rx)2
2) (14 )"/,
3) A

(1+z)™ "

2. Una carrera de unos es un bloque no vacio de unos consecutivos delimitado por ceros o por
los extremos de la palabra. Por ejemplo, la palabra 00111011 tiene dos carreras de unos. Para
n,r € N, sea a,, el nimero de palabras binarias de largo n que tienen exactamente r carreras
de unos.

a) Determine a, o paran > 0y ag, parar > 1. ;Cual es el menor largo posible de una palabra
con r > 1 carreras de unos?

b) Obtenga recurrencias para a,..
Indicacion: le puede ser wtil considerar los casosr =1 yr > 1.

¢) Sea A.(r) =}, - an,2". Encuentre una expresion para A, (z).

d) Use el teorema del binomio generalizado para demostrar que

1
Apy = (n N ) para n,r > 0.
2r

JHay una interpretacion combinatorial de esta férmula?

3. Sea (an)n>o0 una sucesion de nimeros reales. Su transformada binomial es la sucesion (by,),>0
definida por

k=0
Mostraremos que podemos recuperar la sucesion original mediante la formula de inversion bino-
maal:

an = Z(—l)”_k (Z) by, para todo n > 0.
k=0

a) Para k € N fijo, use el teorema del binomio generalizado para demostrar que
= k (1 _ x)k—l—l

b) Sean A(z) =) soana™y B(x) =), -, b,2". Use el inciso anterior para demostrar que

B(x):lixA(lfx)

Indicacion: Note que A(U(x)) = 3~ axU()".

¢) ;Qué ocurre en la expresion anterior si reemplazamos x por ﬁ?

d) Concluya la formula de inversién binomial.
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