1.3. Equivalencia, expresividad y satisfacibilidad

Definicion. Dos formulas proposicionales bien formadas a y £ son equivalentes si para toda
valuacion v de sus variables se cumple 0(«) = 0(5). Denotaremos esto como a = f.

Proposicion (Equivalencias clasicas). Sean «, 3, férmulas bien formadas. Tenemos las
siguientes equivalencias:

n aNT =« (Identidad del A)
» aV 1= (Identidad del V)
maNl=1 (Anulacion del A)
maVT=T (Anulacion del V)
s aANB=FANa (Conmutatividad del A)
» aV=6Va (Conmutatividad del V)
s (aAB)AY=aA(BAY) (Asociatividad del A)
s (aVB)Vy=aV(BVy) (Asociatividad del V)
maAN(BVY)=(aAB)V(aAYy) (Distributividad del A sobre el V)
maV(BAY)=(aVP)A(aVy) (Distributividad del V sobre el A)
» ~(aAf)=-aV -4 (De Morgan)
» ~(aVp)=-aAN-f (De Morgan)
s a—>fF=-aVp (Caracterizacion de la implicancia)

Definicion. Una férmula proposicional esté en forma normal disyuntiva si es una disyuncion
de conjunciones de variables proposicionales o sus negaciones.

Teorema. Toda funcién booleana f: {0,1}" — {0, 1} puede ser representada por una for-
mula proposicional en forma normal disyuntiva.

Definicién. Un conjunto de operadores es funcionalmente completo si pueden ser usados
para representar cualquier funcién booleana.

Corolario. El conjunto de operadores {A, V, =} es funcionalmente completo.




Definicion. Una féormula proposicional o es satisfacible si existe una valuacion v de sus
variables tal que v(a)) = 1.

1.3.4.

Ejercicios

1. Resuelva los siguientes problemas.

(a)
(b)

()

Demuestre que (p = 7)A (g —1)=(pVgq) — .

El operador NAND, denotado por 7, es tal que o 1 5 es verdadero exactamente cuando “«
y f no son ambos verdaderos”. Demuestre que {1} es funcionalmente completo.

Considere la funcién booleana dada por la tabla

p q r|flpgr)
00 0 1
001 0
010 0
01 1 1
100 0
101 1
110 1
111 0

Construya una férmula proposicional que represente a f.

Se debe formar un equipo eligiendo integrantes entre Ana, Bruno, Carla y Diego, sujeto a
las siguientes restricciones:

= al menos uno entre Ana y Bruno debe ser elegido;

= si Carla es elegida, entonces Diego también debe serlo;

= Bruno y Carla no pueden ser elegidos simultdneamente;

= exactamente uno entre Ana y Diego debe ser elegido.

Introduzca variables proposicionales y construya una féormula ¥ cuyas valuaciones que eva-
ldan a 1 correspondan exactamente a los equipos permitidos.

Un literal es una variable proposicional o la negaciéon de una variable proposicional. Una
formula esté en forma normal conjuntiva si es una conjuncién de disyunciones de literales.
Demuestre que toda formula proposicional ¢ es equivalente a una féormula en forma normal
conjuntiva.

2. El objetivo de esta pregunta es disenar un solver de Akari via SAT-solvers. Puede probar el juego
en dailyakari.com.

Un tablero de Akari es una cuadricula rectangular formada por celdas blancas y negras; algunas
celdas negras contienen un ntmero entre 0 y 4. Las lamparas se colocan tnicamente en celdas
blancas. Cada lampara ilumina su propia celda y las celdas blancas que encuentra en las cuatro
direcciones cardinales, hasta llegar al borde del tablero o a una celda negra. Una soluciéon debe
cumplir las siguientes reglas:


https://dailyakari.com/

= toda celda blanca debe estar iluminada;
= dos lamparas no pueden iluminarse entre si;

= si una celda negra contiene el ntimero £, entonces exactamente k de sus 4 vecinas deben
contener una lampara.

Las celdas negras sin niimero no imponen una condicién sobre sus vecinas, pero note que bloquean
el paso de la luz.

Identifique cada celda con sus coordenadas (i, j). Sea W el conjunto de celdas blancas y sea N el
conjunto de celdas negras numeradas; para cada b € N, denote por n,, € {0,1,2,3,4} el ntiimero
escrito en b. Diremos que dos celdas blancas distintas u y w se ven si pertenecen a una misma
fila o columna y todas las celdas estrictamente entre ellas son blancas. Para cada w € W y cada
b= (i,j) € N, defina, respectivamente,

V(w) ={w}U{u e W : useve con w},
A®) = {0 ) € Wi =) + 1 - 1 = 1.

Asi, V(w) contiene las celdas desde las cuales una lampara iluminaria a w, mientras que A(b)
contiene las vecinas ortogonales blancas de b.

(a) {Qué variables proposicionales usaria para modelar el problema de Akari?

(b) Sea X un conjunto finito de variables proposicionales y sea k > 0. Construya una férmula
Exact,(X) que sea verdadera exactamente cuando k variables de X son verdaderas. Puede
usar las convenciones A\@ =Ty \/ @ = L.

(c) Para cada celda negra numerada b, construya una férmula que exprese que exactamente ny
de sus vecinas contienen una lampara.

(d) Para cada celda blanca w, construya una férmula que exprese que w esté iluminada.

(e) Construya una féormula que impida colocar lamparas en dos celdas blancas que se ven entre
si.

(f) Construya una formula ® 4 que es satisfacible si y solo si el tablero de Akari tiene solucion.
., Como usaria un SAT-solver para encontrar una solucion al tablero de Akari?

. El objetivo de esta pregunta es demostrar una version proposicional del teorema de interpolacion
de Craig. Sean o'y ( formulas tales que « |= 3, y suponga que comparten al menos una variable.
Denote por

P:{pla"'apm}7 Q:{QI7"'7QI€}7 R:{rla'”arf}

los conjuntos de variables que aparecen solamente en «, que aparecen en ambas formulas y que
aparecen solamente en (3, respectivamente.

Una férmula v es una interpolacion de 'y B si todas sus variables pertenecen a () y ademas

alEvyvES.

(a) Definimos f: {0,1}* — {0,1} como f(z) = 1 si y solo si existe una valuacién w de P U Q
tal que
w(q;) = x; paratodoi € {l,... k} y w(a) = 1.
Muestre que existe una formula v con variables en @ tal que 0() = f(v(q1), ..., v(q)) para
toda valuacion v de Q).



Demuestre que « = 7.
Demuestre que v = 3. Concluya que v es una interpolacion de o'y f.

Muestre que v es la consecuencia logica mas fuerte de o que puede expresarse usando sola-
mente las variables compartidas; es decir, si § es cualquier féormula construida inicamente
con variables de  y « |= 9, entonces v = .

Aplique la construccion anterior a
a=((pVg N(-pVr), B=qVrVs.

Compruebe primero que « |= [y luego construya una interpolacion que use solamente las
variables q y r.
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