1.4. Loégica de predicados

Definicion. La ldgica de predicados, también llamada ldgica de primer orden, extiende la
logica proposicional con objetos, funciones, predicados y cuantificadores.

Definicion. Fijado un dominio de discurso D, un predicado de aridad n puede pensarse
como una funcion P: D™ — {0, 1}. Un predicado de n argumentos tiene aridad n.

Definicion. El cuantificador universal ¥V forma la afirmacion

Vo ¢(x): “para todo objeto x del dominio, se cumple ¢(z)”.

Definicion. El cuantificador existencial 3 forma la afirmacion

dr¢(z): “existe al menos un objeto = del dominio para el cual se cumple ¢(x)”.

Definicion. Un lenguaje de primer orden L contiene:
= variables z,v, z, .. .;
= simbolos de constante, que sirven para nombrar objetos;
= sfmbolos de funcion, cada uno con una aridad fija;
= simbolos de predicado, cada uno con una aridad fija;

= los conectivos logicos, los cuantificadores V y 4, y los simbolos de puntuacion.

Definicion. Los términos de un lenguaje £ se definen recursivamente:
= toda variable es un término;
= todo simbolo de constante de £ es un término;
» si f es un simbolo de funcion de aridad n y ¢y, . . ., t, son términos, entonces f(t1,...,t,)

es un término.

Definicion. Las formulas bien formadas (FBF) de £ se definen recursivamente:

= si P es un simbolo de predicado de aridad n y ti,...,t, son términos, entonces
P(ty,...,t,) es una FBF;

= si ¢y wson términos, entonces t = u es una FBF;
» si ¢ y ¢ son FBF, entonces ¢, (¢ A1), (¢ V) y (¢ — 1) son FBF;

» si ¢ es una FBF y x es una variable, entonces Vx ¢ y dz ¢ son FBF.




Definicion. En Vz ¢ y dx ¢, la formula ¢ es el alcance del cuantificador. Una ocurrencia de z
es ligada si esta dentro del alcance de un cuantificador que la liga; en caso contrario es [ibre.
Una férmula sin variables libres se llama formula cerrada. Una féormula con al menos una
variable libre se llama formula abierta.

Definicion. Sea ¢ una FBF, x una variable libre de ella y ¢ un término no ligado en ¢. El
reemplazo de x por t en ¢, es la FBF obtenida reemplazando todas las ocurrencias libres de
x por t.

Definicion. Una estructura para un lenguaje de primer orden consiste en escoger un dominio
de discurso no vacio y decidir qué objeto nombra cada constante, qué funcion representa cada
simbolo de funciéon y qué propiedad o relacién representa cada simbolo de predicado.

Definicion. Una féormula es satisfacible si es verdadera para alguna estructura y alguna
eleccion de valores para sus variables libres.

Definiciéon. Una férmula ) es una consecuencia logica de un conjunto de férmulas I', lo que
escribimos I' = 4, si toda estructura y toda eleccion de valores que hacen verdaderas las
formulas de I' hacen también verdadera a ).

Definicion. Dos FBF ¢ y v son ldgicamente equivalentes, 1o que escribimos ¢ = 1, si tienen
el mismo valor de verdad en toda estructura y para toda eleccion de valores de sus variables
libres.

Proposiciéon (Equivalencias de cuantificadores). Para ¢(z) y ¢(x) FBF:

—Vz ¢(z) = Iz ~d(x),
3z ¢(z) =V —¢(z),
Vz (¢(z) A () = Vo ¢(z) AV p(z),
Jz (¢(z) V ¢(z)) = Fr ¢(x) V Iz ¢(2),
vz Yy d(z,y) = VyVr ¢(z,y),

. Y)
3z Iy ¢(x,y) = Jy 3z ¢, y).

Ejercicios
1. El dominio contiene personas y computadores. Use los predicados
E(x): “z es estudiante de esta clase”, C(r) : “x es un computador”,

y H(z,y): “z ha usado y”.

(a) Traduzca las siguientes afirmaciones a FBF de primer orden:




(1) todo estudiante de esta clase ha usado algin computador;
(11) existe un computador que todos los estudiantes de esta clase han usado;
(111) ningun estudiante de esta clase ha usado todos los computadores;
(1v) cada computador ha sido usado por a lo mas un estudiante de esta clase.
(b) Construya una estructura finita en la que la afirmacion (i) sea verdadera y la afirmacion
ii) sea falsa. Explique qué muestra su ejemplo sobre el orden de los cuantificadores.
(c) En
P(z) AVz (Q(z,y) — 32 R(y, 2)),
identifique las ocurrencias libres y ligadas de cada variable, y decida si la férmula es abierta
o cerrada.

(d) Escriba la negacion de las afirmaciones (i) y (ii) como FBF en las que la negacion aparezca
solamente delante de férmulas atémicas.

2. Un lector de strings recibe un mensaje w = wy - - - w,, escrito como una palabra no vacia sobre el
alfabeto {a,b}. Podemos ver el mensaje como una estructura M,, cuyo dominio es el conjunto
de posiciones {1,...,n} y cuyo lenguaje contiene los predicados A, B y <, interpretados por

A(l) = w;, =a, B(i) <= w;=b,

y por el orden usual entre las posiciones. Asi, las variables representan posiciones de la palabra,
no sus letras.

(a) Construya formulas abiertas Primera(z), Ultima(z) y Siguiente(z,y) que expresen, respecti-
vamente, que x es la primera posiciéon, que x es la ultima posicion y que y es la posicion
inmediatamente posterior a x.

(b) Usando las férmulas del inciso anterior como abreviaturas, construya una FBF cerrada para
cada una de las siguientes propiedades de w:

(1) la primera y la tltima letra son iguales;
(11) cada aparicion de a esta seguida inmediatamente por una b;
(111) todas las apariciones de a estan antes que todas las apariciones de b;
(1v) el bloque consecutivo ab aparece exactamente una vez.
(c) Determine cuales de las cuatro formulas construidas son verdaderas en cada una de las

palabras
abba, aabb, abab.

(d) Describa exactamente cuéles palabras satisfacen simultaneamente las propiedades (ii) y (iii),
y justifique su respuesta.

3. Consideremos estructuras para un lenguaje con un predicado binario E. Podemos ver cada es-
tructura como una red dirigida: E(z,y) indica que = puede enviar directamente un mensaje a y.
Ampliamos el lenguaje con constantes s,t que distinguen dos vértices. Una cadena dirigida de
longitud n de s a t es una sucesion s = ug, ug, . . ., u, = t tal que F(u;, u;11) para todo 0 < i < n.

La alcanzabilidad de t desde s afirma que existe una cadena dirigida de alguna longitud positiva,
sin fijar esa longitud de antemano. Demostraremos que ninguna FBF de primer orden expresa
la alcanzabilidad en todas las redes dirigidas.



(a)
(b)

Para cadan > 1, construya una FBF cerrada ¢, (s, t) que sea verdadera exactamente cuando
existe una cadena dirigida de longitud n de s a ¢.

Suponga, buscando una contradiccion, que existe una formula ¥ (z,y), en el lenguaje que
contiene solamente a F, que expresa la alcanzabilidad en todas las redes dirigidas. Considere
el conjunto

I'={o(s, 1)} U{—en(s, 1) :n =1}
Demuestre que I" no es satisfacible.
Demuestre que todo subconjunto finito A C I' es satisfacible.

Use (sin demostrar) que I' es satisfacible si y solo si todos sus subconjuntos finitos son
satisfacibles para concluir que la alcanzabilidad no puede expresarse mediante ninguna
FBF de primer orden.
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