3.1. Principio multiplicativo y problemas de conteo
Principio. Supongamos que un procedimiento consta de k > 1 tareas sucesivas 711, ..., Tk.
Si

= la tarea 77 puede realizarse de n; maneras,

» Paratodoi € {1,...,k}, una vez fijas las tareas 11, ..., T;_1 la tarea T; puede realizarse
de n; maneras.

Entonces, el procedimiento puede realizarse de n ... ny formas.

Principio. Si Ay,..., A, son conjuntos finitos. Entonces,

Definicion. Sea X un conjunto finito. Una lista (ordenada) de X de largo k es una secuencia
con k elementos x1,...,x; con x; € X para todo i.

Teorema. El ntimero de listas de largo k£ de un conjunto de n elementos es n*, para n, k € N,
con la convencién 0° = 1.

Definicion. Sea X un conjunto finito. Una permutacion de X es una lista ordenada que
contiene todos los elementos de X exactamente una vez.

Teorema. El niimero de permutaciones de un conjunto de n elementos es

n

n!:Hi:n-...-l (n>1).
Para n = 0, se tiene 0! = 1.

Definicién. Sea X un conjunto finito. Una k-permutacion de X es una lista de largo k£ donde
cada elemento aparece a lo mas una vez.

Teorema. El ntiimero de k-permutaciones de un conjunto de n elementos es

(”)kzm (0<k<n).

Definicién. Sea X = {zj,...7;} un conjunto finito y @ = (ay,...,a;) € N*. Una a-
multipermutacion de X es una lista ordenada que contiene el objeto x; exactamente a;
veces.




Teorema. Sea @ € N¥ y n = Zle a;, con k > 1. El ntimero de @-multipermutaciones de un

conjunto de k elementos es
n B n!
ar,...,0f _allag!---ak!'
Definicién. Sea X un conjunto finito. Los k-conjuntos de X son los subconjuntos de X de
tamano k.

Teorema. El ntiimero de k-conjuntos de un conjunto de n elementos es

<Z> :k:!(%k)!: <k:nn—k;) (0<k<n).

Definiciéon. Sea X un conjunto finito. Los k-multiconjuntos de X son “subconjuntos” de X
donde cada objeto puede aparecer repetidas veces y el niimero total de objetos es k.

Teorema. El ntiimero de k-multiconjuntos de un conjunto de n elementos es

((Z» N (HZ_l) (n>1, ke N).

Ejercicios

1.

a) Sea A un conjunto con |A| = n. Determine, como funcién de n, cuantas relaciones sobre A
son reflexivas, cuantas son simétricas, cuantas son simultdneamente reflexivas y simétricas,
y cuantas son antisimétricas.

b) Hay m pares distinguibles de calcetines, y los dos calcetines de cada par también son distin-
guibles. Se escogen 2k calcetines, donde 0 < k£ < m, y se exige obtener exactamente x pares
completos, donde € N. Determine el rango de valores de x para los que esto es posible vy,
para cada uno de ellos, una férmula para la cantidad de selecciones.

c) Seant >1ydy,...,d, € N. Para 1l <i <t sea L; una lista de d; simbolos, y suponga que

todos los simbolos que aparecen en estas listas son distintos. Una intercalacion de Ly, ..., L;
es una lista que contiene todos sus simbolos y conserva el orden relativo de los simbolos de
cada L;. Determine, en términos de dy, ..., d;, cuantas intercalaciones existen.

d) Seann > 1, r € Ny by,...,b, € N. Se distribuyen r objetos indistinguibles en n cajas
distinguibles, y la caja i debe recibir al menos b; objetos para cada i € [n]. Determine
cuando es posible realizar la distribucion y, en ese caso, una férmula para la cantidad de
distribuciones.

e) Determine el nimero total de anagramas distintos de MISSISSIPPI y el nimero de ellos en
que no aparecen dos letras I consecutivas.



2. Seann € N, t > 1y [s] ={1,...,s} para cada s € N. Una cadena de largo t es una lista de
subconjuntos
A C A C--- C A Cnl

a) Determine cuantas cadenas de largo t existen.

b) Suponga que n > 1y tome t = n. Cuente las cadenas que satisfacen |A;| = i para todo
i € [n].

c¢) Fije enteros 0 < s1 < --- < s, < n. Cuente las cadenas que satisfacen |A;| = s; para todo
i€ t].

d) Para 0 <r < n, cuente las cadenas que satisfacen |A;| = r.

e) Diremos que dos cadenas (Ai,...,A;) v (Bi,...,B;) son equivalentes bajo reetiquetado si
existe una biyeccion o: [n] — [n] tal que

B; ={o(x):x € A;}  paratodoi € [t].

Demuestre que esta es una relacion de equivalencia y que dos cadenas son equivalentes si
y solo si |A;| = |B;| para todo i € [t]. ;Cuantas clases de equivalencia existen y cuantas
cadenas hay en cada clase?

3. Sean € N, [n] ={1,...,n} y R una relacion sobre [n]. Una permutacion de [n] respeta R si,
para cada a R b, el elemento b aparece inmediatamente después de a.

a) Paran =7y R = {(1,4),(4,2),(6,3)}, cuente las permutaciones que respetan R. ;Qué
ocurre si se agrega el par (2,1) a R?
b) Demuestre que, si existe una permutacion que respeta R, se cumplen las tres condiciones
siguientes:
(1) ¢t RjANi Rk) = j =k para todos i, j, k € [n];
(1) (j RiNk Ri) = j =k para todos i, j, k € [n];
(111) @ R i para todo i € [n].

¢) Suponga que se cumplen esas tres condiciones y considere S = (RUR™!)*. Demuestre que S

es una relacion de equivalencia y que cada clase C' de S admite una tnica lista (¢, ..., ¢p)
que contiene todos los elementos de C' exactamente una vez y satisface ¢; R ¢4 para todo
1< <m.

d) Demuestre que S tiene exactamente n — |R| clases de equivalencia.

e) Explique por qué los elementos de cada clase de S deben aparecer consecutivamente, en el
orden determinado por R, en toda permutacion que respeta R. Deduzca una férmula para
la cantidad de permutaciones que respetan R.
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