3.3. Principio biyectivo y del palomar

Principio. Si A y B son conjuntos finitos y existe una biyecciéon f: A — B, entonces
Al = |B].

Proposiciéon. Para m,n,r € N,
-
m n _[(m+n
k=0
Proposiciéon. Para n,r € N con 0 <r <n,

>()-(a)

j=r

Lema. Sea r € Ny P,Q € Rlzy,...,z]. Si Play,...,a,) = Q(ay,...,a,) para todo
(ay,...,a.) € N, entonces P = Q.

Teorema. Paran € Ny z,y € R,

(x+y)" = (Z) zty

k=0

Principio. Sean m,k € N con m > k > 1. Si se distribuyen m objetos en k cajas, entonces
alguna caja contiene al menos dos objetos.

Principio. Sean m,k € N con k > 1. Si se distribuyen m objetos en k cajas, entonces alguna

caja contiene al menos (%w objetos.

Principio. Sean n > 1 un entero y aq,...,a, € R. Entonces
. ay + -+ ap [
min ¢; < —— < max q;.
1<i<n n 1<i<n

En particular, algin término es menor o igual que el promedio y algin término es mayor o
igual que él.




Ejercicios

1. a)

b)

c)

d)

)

Sean n,r € N con r < n. Demuestre combinatorialmente que

> ()= ()

Sea A un conjunto con n > 1 elementos. Demuestre (sin usar el teorema del binomio) que

i(—l)k(z> — 0.

k=0
Sean pq, ..., p, primos distintos, con r > 1. Se eligen 2" 4 1 enteros positivos distintos cuyos
factores primos son un subconjunto de {pi,...,p,}. Demuestre que el producto de dos de

los ntmeros elegidos es un cuadrado perfecto.

Sea ¢ € N con ¢ > 2. Se colorean con ¢ colores los puntos de una grilla de g+1 filas y q(qgl) +1
columnas. Demuestre que existen dos filas y dos columnas cuyas cuatro intersecciones tienen
el mismo color.

Para = € R y k € N, extendemos la notacion (a), a los nimeros reales mediante
(x)o =1, (=2 —1)-(z—k+1) (k>1).

Demuestre combinatorialmente que, para x,y € Ry n € N|

=Y ()@t

k=0

2. Sean > 4 un enteroy W,, = {0, 1}". La reduccién de una palabra w se obtiene reemplazando cada
bloque maximal de simbolos consecutivos iguales por un solo simbolo. Por ejemplo, la reduccion
de 000110001 es 0101. Denotemos esta reduccién por p(w) y su largo por r(w). Definimos una
relacién sobre W,, mediante

u~v = pu) = p(v).

emuestre que ~ es una relacién de equivalencia.
D t lacion d 1

n—1 . .,
Muestre que hay QT palabras con la misma reduccion.

. Cuantas palabras hay en una clase de cuya reduccién tiene largo r? Use esto para probar

combinatorialmente que
& —1
) 2(” ) = o
r—1

r=1
Demuestre combinatorialmente que, para todo =z € R,
Z mr(w)—l _ 2(1 + $)n_1.
weW,

Indicacion: cuente los pares (w, X) donde w € {0,1}" y X asigna una de x € N etiquetas a
las posiciones donde w cambia de simbolo.



e) Sea X C W, un subconjunto de 4n palabras. Muestre que X contiene tres palabras u, v, w
tales que p(u) = p(v) = p(w).

3. Sean n,q > 2 enteros y W = {1,...,¢}". Para u,v € W, definimos su distancia de Hamming
como

d(u,v) = |{i € [n] : u; # v;}|.
a) (Cuéantas palabras v € W hay a distancia k de una palabra fija u € W?

b) Demuestre combinatorialmente la identidad

kzn; k(n — k) <Z) o = n(n —1)z(1+ )"

para x € R.

¢) Sea C un subconjunto de W con |C| > ¢"'. Muestre que existen ¢, € C distintos con
d(e,d) < 1.

d) Sea C un subconjunto de W. Definimos B,(u) = {v € W : d(u,v) <1}y V, =31, (1) (g —
1)*. Demuestre que existe u € W tal que

€N By(u)| > [MV’W |

qn
Deduzca que, si MV, > ¢", existen ¢, ¢ € C distintos con d(c, ') < 2r.
e) Para cada uw € W, sea T'(u) = > .. d(u,c). Muestre que existen u,v € W tales que
Mn(q—1)
q

T(u) < < T(v).
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