3.4. Recurrencias y férmulas explicitas

Definicion. Una (relacion de) recurrencia para una sucesion (a,)n,>o €s una relaciéon que
expresa a, en términos de a; para k < n.

Muchas veces la recurrencia vendra acompanada de condiciones iniciales, que son valores
especificos de a; para algunos k£ < n.

Definicién. Un sistema de recurrencias es una coleccion de sucesiones definidas recursiva-
mente de manera simultanea. Las ecuaciones de una sucesion pueden depender de los términos
anteriores de las otras sucesiones del sistema.

Inspeccion. Consiste en “adivinar” una férmula para a, a partir de los primeros valores de
la sucesion, y luego verificar que esta formula es efectivamente una soluciéon a la recurrencia
via induccién.

Expansion. Consiste en “desenrollar” la recurrencia, es decir, escribir a,, en términos de a,,_1,
luego escribir a,,_; en términos de a,_o, y asi sucesivamente, hasta llegar a los casos base.

Cambio de variable. Consiste en definir una nueva sucesion b, a partir de la sucesion a,,
de manera que la recurrencia para b, sea més facil de resolver que la recurrencia para a,,.

3.4.6. Ejercicios

1. a) Paran > 0, sea ¢, el namero de formas de cubrir un tablero de 1 x n casillas con fichas
indistinguibles de 1x 2y 1x 1, sin dejar huecos ni superponer fichas. Plantee una recurrencia
para c,.

b) Para n > 0, sea d, el nimero de formas de cubrir un tablero de 2 x n casillas con fichas
indistinguibles de 1 x 2, sin dejar huecos ni superponer fichas. Plantee una recurrencia
para d,,.

¢) Resuelva la recurrencia
ty = 2, ti=q—1, tn=(q— Dty +qtho (n>2).
d) Resuelva la recurrencia
s0 =0, Sp=28,_1+n> (n>1).
e) Sea A € R. Resuelva la recurrencia

zo = A, T, =n+1Dz,_1+(n+1)! (n>1).

2. a) Una palabra es un palindromo si se lee igual de izquierda a derecha que de derecha a
izquierda. Sea p,, el numero de palindromos de largo n sobre un alfabeto {1,...,¢}. De una
recurrencia para p, y obtenga una férmula explicita.



b) Una palabra tiene unica corrida de unos si tiene al menos un uno, y todos los unos aparecen
consecutivos. Sea u,, el nimero de palabras de largo n sobre un alfabeto {1, ..., ¢} que tienen
tnica corrida de unos. De una recurrencia para u, y obtenga una féormula explicita.

¢) Sea v, el nimero de palabras de largo n sobre un alfabeto {1, ..., ¢} que contienen un tnico
uno. De una recurrencia para v,, y obtenga una férmula explicita.

3. Sean (an)n>1 ¥ (bn)n>1 sucesiones y sea (x,),>0 la sucesion definida por un valor inicial zy € R
y la recurrencia
Ty = apTp_1+b, (n>1).

a) Use expansion para concluir que, para todo n > 0,
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b) Suponga ahora que a, # 0 para todo n > 1. Busque una sucesion (p,),>0 de nameros no
nulos, con o = 1, tal que el cambio de variable y,, = p,z, dé
Yn = Yn—1 + ,unbn
Recupere la formula del inciso a) resolviendo la recurrencia de tipo suma.

¢) Busque ahora un cambio de variable z, = z,, + ¢,. Fije ¢g = 0 y determine qué recurrencia
debe satisfacer ¢, para que
Zn = Apzp—1 (n>1).

Recupere la formula del inciso a) resolviendo la recurrencia de tipo producto.
Consideremos ahora una recurrencia de orden r > 2, donde para todo n > r se tiene

Tp = Qp1Tn—1 + -+ QprTp—r + bn

con coeficientes reales y valores iniciales zq, ..., x,_1.
d) Defina
Ty 1
xn—l r 0 r
u, = . eR s e = . e R".
Tp—r41 0

Construya una matriz A, de tamano r x r tal que para n > r se tenga
u, = A,u,_1 + bye;.

e) Paran > k > r — 1, defina @, ; como el producto de matrices A, A, -+ Apy1, y defina
@y, = I, donde I, es la matriz identidad de tamano r x r. Demuestre que para n > r — 1
se tiene .
u, = q)n,r—lur—l + Z q)n,k bkel‘
k=r
Explique como obtener z,, de esta férmula.

f) iPuede obtener analogos del inciso b) y del inciso ¢) para la recurrencia de orden 77
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