1.1. Teoria de la computacion

Idea informal. Un problema de decision recibe una instancia, escrita como un string, y
responde si o no. Como sb6lo importa en qué instancias la respuesta es s7, representamos el
problema por el conjunto de sus instancias positivas. Ese conjunto de strings es un lenguaje.

1.2. Lenguajes formales

Definicion (Alfabetos y strings). Un alfabeto ¥ es un conjunto finito y no vacio de simbolos.
Para cada k € N, un string de largo k sobre X es una secuencia

W = WiWs * * * W, w; € X,

y X* denota el conjunto de todos esos strings. Existe un tinico string de largo 0, llamado
string vacio y denotado por €; por lo tanto,

X0 = {e}.

El conjunto de todos los strings sobre X es

o= ="

k>0
Si w € ¥*, denotamos su largo por |w].

Definiciéon (Concatenacion y potencias de strings). Sean & = 1 -+ -, € y = Yy - - * Y, Strings
sobre un mismo alfabeto ¥. Su concatenacion es el string

x.y:xy:xluuuxnylu..ym.
Las potencias de x se definen por

=g y zF = 2* 'z para todo k > 1.

Definiciéon (Lenguajes). Sea ¥ un alfabeto. Un lenguaje sobre 3 es un subconjunto

L C¥~.

Definicién (Operaciones booleanas de lenguajes). Sean Ly, Ly C ¥* dos lenguajes sobre el




mismo alfabeto. Definimos

LiUL,={weX :weL owé€ Ly},
LinLy={weX :we L ywée€ Ly},
Li\Ly={weX :we L yw¢ Ly},

Li=Y\Li={weX:w¢ L}

En la ultima igualdad, el complemento siempre se toma con respecto a >*.
Definicion (Concatenacion de lenguajes). Sean Ly, Ly C 3*. La concatenacion de Ly y Lo

es el lenguaje
LiLy={zy:x € Ly ey € Ly}

Definicion (Potencias y estrella de Kleene). Sea L C ¥* un lenguaje. Sus potencias se
definen recursivamente por

L° = {¢} y L¥ = L* 'L para todo k > 1.
La estrella de Kleene de L es

L* = UL’“.

k>0

Ejercicios

1. Sea ¥ un alfabeto y sean A, B,C C ¥* lenguajes. En cada inciso, justifique las igualdades a
partir de las definiciones.

a) Demuestre que la concatenacion de lenguajes es asociativa:
(AB)C = A(BC).
b) Demuestre que la concatenacion distribuye por ambos lados sobre la unién:

ABUC)=ABUAC vy (AUB)C = AC U BC.

¢) Demuestre que {¢} es identidad y que ) es anulador para la concatenacion; es decir,
{e}A=A=A{s} y 0A=0=A0.

d) Deduzca que
A" ={e}UAA" = {c} UA™A.

e) (Son las siguientes verdad?

AB=BA y (AUB) =A"UB"



2. Decision, optimizacion y bisqueda. Sea G = (V, E) un grafo simple no dirigido. Un matching
de G es un conjunto M C FE de aristas que no comparten extremos, y

v(G) = méx{|M|: M es un matching de G}

denota la cardinalidad de un matching maximo.

a)
b)

. Que problemas modela el problema de matching maximo? ; Qué aplicaciones podria tener?

Trate de describir el problema de decision asociado al problema de optimizacién de matching
maximo. (Respuesta al girar la hoja.)
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Demuestre la monotonia de las respuestas respecto de k: si (G, k) es una instancia positi-
va, entonces (G, k') también lo es para todo 0 < k' < k. Formule también la afirmacion
equivalente para una instancia negativa.

Use esa monotonia y el hecho de que

v
0<ue) < |1

para calcular v(G) mediante busqueda binaria. Pruebe la correctitud del procedimiento y

muestre que realiza O(log |V|) llamadas al algoritmo de decision.

Una vez conocido r = v(G), queremos recuperar un matching de cardinalidad r. Inicialice
H <+ G y M «+ (). Mientras r > 0, elija una arista e = uv de H y consulte si

(H — {u,v},r — 1) € MATCHING,

donde H — {u,v} es el grafo obtenido al eliminar u, v y todas sus aristas incidentes. Si la
respuesta es positiva, agregue e a M, reemplace H por H — {u,v} y disminuya r en uno. Si
la respuesta es negativa, reemplace H por H — e y mantenga 7.

Demuestre que el procedimiento es correcto usando el invariante de que M es un matching,
ningin extremo de una arista de M pertenece a H, existe en H un matching de tamano al
menos r y

M| +r =v(G).
Muestre ademas que la reconstruccion realiza a lo mas | F| llamadas al algoritmo de decision.

Considere ahora un problema de maximizacion cuyo valor 6ptimo es entero y pertenece a un
intervalo finito conocido [a, b]. Explique como recuperar el valor 6ptimo a partir de preguntas
de umbral de la forma “; existe una solucién de valor al menos k7" y cuantas preguntas son
necesarias. /Coémo cambia la pregunta de umbral para un problema de minimizacién?

Encontrar el valor 6ptimo no entrega necesariamente una solucién que lo alcance. Explique
qué propiedad adicional de autorreducibilidad usa el procedimiento del inciso ¢) para re-
construir un objeto 6ptimo. Ilustre la misma idea para satisfacibilidad: dada una férmula
satisfacible, fije sus variables una por una consultando si la formula restringida sigue siendo
satisfacible. Justifique por qué el proceso termina con una asignacioén satisfactoria.



3. Ecuaciones lineales de lenguajes. Sea ¥ un alfabeto y sean A, B C X* lenguajes fijos.
Considere la ecuacion en la incognita X C 3*

a)

X =AXUB.

Demuestre que A* B es una soluciéon de la ecuacion. Demuestre ademaés que, si X es cualquier
solucion, entonces

A*B C X.
En otras palabras, A*B es la menor solucién respecto de la inclusion.

Suponga que € ¢ A. Demuestre que la ecuacion tiene una tnica solucion. Para ello, pruebe
mediante induccién fuerte sobre |w| que toda solucion X esta contenida en A*B.

Muestre que la hipotesis € ¢ A no puede omitirse en general. Use ¥ = {0}, A = {e} y
B = {0} para exhibir dos soluciones distintas.

El resultado de los incisos anteriores se conoce como el lema de Arden. Entncielo en una
sola frase, distinguiendo claramente la existencia de una solucién minima de la condicién
que garantiza unicidad.

Resuelva por sustitucion el siguiente sistema de ecuaciones de lenguajes sobre 3 = {0, 1}:
X ={0}X uU{1}Y u{e}, Y ={0}X U{l}.

Entregue expresiones para X e Y usando tinicamente lenguajes finitos, unién, concatenacion
y estrella de Kleene. Demuestre que la solucién es tnica y describa verbalmente los strings
que pertenecen a X.
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